
贝叶斯估计
贝叶斯方法是最古老的构造估计量的方法，由托马斯·贝叶斯在 18 世纪末提出。

这一方法建立在一种表达不确定性的哲学基础上。

在这种哲学的形式中，统计模型不包含唯一的参数值来对应“真实”状态，而是每个参数值都有一
个概率，该概率在必要时可以通过主观的、个人的方式确定。这一方法的主观成分引发了许多批
评。

然而，20 世纪 90 年代以来，贝叶斯方法的实际应用越来越受到欢迎，因为最初的计算问题现在
可以通过计算机模拟解决。

贝叶斯方法的起点是除了指定统计模型（或似然函数）外，还需要在参数空间 Θ 上指定一个所谓
的先验概率分布。

先验分布要么通过特定的假设选取，要么作为对不同参数值的概率的先验、可能带有主观性的估
计。例如，对于具有参数 θ ∈ [0, 1] 的二项分布变量 X，可以选择均匀分布作为 θ 的先验分布。

然后，通过应用概率论中的贝叶斯法则将此先验分布调整为当前数据，即后验概率分布。我们将
首先介绍构造估计量方法的贝叶斯方法，并在之后详细描述先后验概率分布的调整。

为简单起见，我们取先验分布为具有密度 π 的连续分布，即在 Θ 上的任意概率密度。估计量 T  对
于实值参数 g(θ) 的贝叶斯风险定义为带有权重 π 的均方误差 MSE(θ;T ) 的加权平均：

R(π;T ) = ∫ Eθ(T − g(θ))2π(θ)dθ

这是一种对估计量 T  的"质量"的衡量方法，并且对先验中更可能的值 θ 赋予更高的权重, 换句话说
这些 θ 上的误差会更加重要一些。

贝叶斯估计量定义为在该准则下最优的估计量。目标是找到一个使 MSE(θ;T ) (和平常不一样的是
这是一个带有先验分布权重的 MSE) 对所有 θ 都较小的估计量；通过对不同的 θ 值赋予权重使准
则更具体化。

在下述定理中，贝叶斯估计量用两个积分的商表示。设 x ↦ pθ(x) 为随机向量 X 的概率密度。

贝叶斯估计量

相对于先验密度 π 的贝叶斯估计量是所有估计量 T  中使 R(π;T ) 最小的 T。

贝叶斯估计定理

相对于先验密度 π 的 g(θ) 的贝叶斯估计为：

T (x) =
∫ g(θ)pθ(x)π(θ)dθ

∫ pϑ(x)π(ϑ)dϑ
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因此，贝叶斯估计依赖于似然函数 θ ↦ pθ(x) 和先验密度 π。最大似然估计量定义为似然函数达
到最大值的点，而贝叶斯估计则是该函数的一种加权平均。

例 指数分布

令 X = (X1, … ,Xn) 为来自具有未知参数 θ 的指数分布的样本。我们也将指数分布作为 θ 的先验
分布，但其参数 λ 已知。基于 x = (x1, … ,xn) 且相对于给定先验分布的 θ 的贝叶斯估计 Tλ(x) 为

∫ ∞
0 θ (∏n

i=1 θe
−θxi)λe−λθdθ

∫ ∞

0
(∏n

i=1 ϑe
−ϑxi)λe−λϑdϑ

=
∫ ∞

0 θn+1λe−θ(λ+∑n
i=1 xi)dθ

∫ ∞
0 ϑnλe−ϑ(λ+∑n

i=1 xi)dϑ

直接计算该分子和分母中的积分并不是求得 Tλ(x) 的最佳方式。我们将看到，如果我们首先确定
后验密度，则计算会更简便；参见例指数分布续例。在该例中，我们推导出
Tλ(x) = (n + 1)/ (λ + ∑n

i=1 xi) 是贝叶斯估计。

当 n 值较大时，贝叶斯估计 Tλ(X) 与最大似然估计 θ̂ = 1/X̄ 大致相等。

贝叶斯估计定理的证明涉及条件分布的操作。以下“贝叶斯”符号和概念在这里很有用，并且本身
也很重要。它们描述了一个更广泛的贝叶斯方法框架，其中所谓的后验分布构成了分析的终点。

通常，我们将参数 θ 视为确定的，且存在一个“真实”参数值决定了观测值 X 的密度 x ↦ pθ(x)。
在本节中，我们偏离此观点，将 pθ 视为变量 X 在（假设的）随机变量 Θ̄ 取值为 θ 时的条件密度
p
X∣Θ̄=θ

。我们赋予该量 Θ̄ 以（边际）概率密度 π。则 (X, Θ̄) 的联合密度为

p
X,Θ̄(x, θ) = p

X∣Θ̄=θ
(x)pΘ̄(θ) = pθ(x)π(θ)

在这种贝叶斯设定下，通过对 θ 积分，我们获得 X 的边际密度，从而得到

pX(x) = ∫ p
X,Θ̄(x, θ)dθ = ∫ pθ(x)π(θ)dθ

因此，给定 X = x 时 Θ̄ 的条件密度为

pΘ̄∣X=x
(θ) =

p
X,Θ̄(x, θ)

pX(x)
=

pθ(x)π(θ)

∫ pϑ(x)π(ϑ)dϑ

定义 3.35 后验密度

Θ̄ 的后验密度为

pΘ̄∣X=x(θ) =
pθ(x)π(θ)

∫ pϑ(x)π(ϑ)dϑ

后验密度中的分母项只是一个归一化常数，使得

∫ pΘ̄∣X=x
(θ)dθ = 1

在观测值已知之前，我们为 Θ̄ 赋予先验密度 π。一旦知道观测值，后验密度便提供了调整后的概
率分布。这样，观测值引导我们调整有关参数的假设。
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这些计算表明，定理 3.33 中的表达式 T (x) 正是后验概率分布下 g(Θ̄) 的期望值，即给定 X = x

时 g(Θ̄) 的条件期望。因此，我们可以将定理重新表述如下。
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