
矩估计
矩估计法是最大似然估计法的替代方法。
这是由于矩估计法通常未能利用统计模型中的全部信息，矩估计量通常效率不如最大似然估计
量。
然而，这个方法有时更容易执行。此外，矩估计法只需要知道矩的理论形式，而不需要观测值的
完整概率分布。所以这些矩通常比完整的概率分布更容易建模，因此这一点可以成为一个显著优
势。使用错误的模型来构建估计量带来的偏差的风险也因此降低。

j 阶矩可以使用相同分布样本的 j 阶样本矩进行估计。根据大数定律，这对 Eθ (X j) 是一个良好的
估计量。

在实际中，我们通常选择尽可能小的 j 来得到矩估计量。对于一维参数 θ，只要边际分布的期望
依赖于 θ，取 j = 1 即可。当第一阶矩不依赖于 θ 时，选择 j = 2，依此类推。如果 θ 是维度大于 1
的参数，则需要多个方程来得到 θ̂ 的唯一解。在这种情况下，矩估计量 θ̂ 是通过 j = 1, … , k 的方
程组求解得到的，其中 k 是可以使得方程组有唯一解的最小整数。

例 指数分布

设 X1, … , Xn 是来自参数未知的指数分布的样本。则 EλXi = 1/λ。矩估计量 λ 可以通过解方程
X̄ = 1/λ̂ 得到 λ̂。因此，λ̂ = 1/X̄ 是 λ 的矩估计量。该估计量也是 λ 的最大似然估计量。

例 均匀分布

设 X1, … , Xn 是来自 U[0, θ] 分布的样本，参数 θ 未知。则 EθXi = θ/2，因此 θ 的矩估计量为
θ̂ = 2X̄。
不过我们还知道 θ 的最大似然估计量为 X(n)。之前就知道，X(n) 的均方误差小于 2X̄。因此，在
此情况下我们更倾向于使用最大似然估计量。

例 正态分布

矩和样本矩

设 X 是一个依赖于未知参数 θ 的随机变量，其 j 阶矩为 Eθ (X j)，当然前提是该期望存在。

独立同分布变量 X1, … , Xn 的 j 阶样本矩为 X j = n−1 ∑n
i=1 X

j

i。
–

矩估计量

设 X1, … , Xn 是来自一个未知参数为 θ 的分布的样本。矩估计量 θ̂ 是使 j 阶矩与 j 阶样本矩
相对应的值：

E
θ̂
(X j) = X j

对于一个映射 g : Θ → H，g(θ) 的矩估计量为 g(θ̂)。

–
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设 X1, … , Xn 是来自 N (0, σ2) 分布的样本，参数 σ2 > 0 未知。那么 Eσ2Xi = 0，因此无法使用

第一阶矩来确定 σ2 的矩估计量。Xi 的第二阶矩为 Eσ2X 2
i = σ2。因此，σ2 的矩估计量为 σ̂2 = X 2

。如果 Xi 的期望值未知或不为零，那么我们会得到一个不同的 σ2 的矩估计量。

例 伽马分布(多参数)

设 X1, … , Xn 是具有未知形状参数 α 和尺度参数 λ 的伽马分布的随机变量。那么 Eα,λXi = α/λ

且 varα,λ Xi = α/λ2，因此第二阶矩为 Eα,λX 2
i = varα,λ Xi + (Eα,λXi)

2 = α(1 + α)/λ2。通过解以
下方程可以得到 α 和 λ 的矩估计量：

解得 α̂ 和 λ̂ 为

α̂ =
(X̄)2

X 2 − (X̄)2
 和  λ̂ =

X̄

X 2 − (X̄)2

由于这个例子用最大似然估计量没有已知的显式表达式，均方误差也无法直接确定。为了基于估
计量的性能（偏差和方差）进行选择，可以进行模拟。

续例 期望与方差 (正态普遍版)

设 X1, … , Xn 是期望为 μ 且方差为 σ2 的样本。通过解以下方程可得 μ̂ 和 σ̂2 ：

得到 μ̂ 和 σ̂2 的矩估计量为：

μ̂ = X̄, σ̂2 = X 2 − (X̄)2 =
1

n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2

如果例子中此分布为 N (μ, σ2) 分布，则这些 μ 和 σ2 的矩估计量等于它们的最大似然估计量。

–

E
α̂,λ̂

Xi = α̂/λ̂ = X̄

E
α̂,λ̂

X 2
i = α̂(1 + α̂)/λ̂2 = X 2
–

––

Eμ̂,σ̂2Xi = μ̂ = X̄

Eμ̂,σ̂2X 2
i = μ̂2 + σ̂2 = X 2
–

–
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