
相关性
在许多情况下，观测值 xi 并不是单个数值，而是向量 xi = (xi,1, … ,xi,d)。我们通常对不同坐标
之间的相关性(一个数据点的几个分量之间的关系)感兴趣。在本节中，我们将限制讨论只有两个
坐标的向量，并将它们记作 (xi, yi)（而不是 (xi,1,xi,2)）。

注意这里是样本相关系数, 所以, 分母为 1
n−1 .

数据对 (其实是一个数据点, 但是是二维的有两个分量) (x1, y1), … , (xn, yn) 的样本相关系数 rx,y

是线性相关性的强度的数值度量(无单位量)，取值在 -1 到 1 之间。其值的解释如下：
(i) 如果 rx,y = 1，那么散点图中的 n 个点完全落在直线 y = ȳ + (sy/sx)(x − x̄) 上（完全正相
关）。
(ii) 如果 rx,y = −1，那么散点图中的 n 个点完全落在直线 y = ȳ − (sy/sx)(x − x̄) 上（完全负相
关）。(注意这里的系数是 sy

sx
, 是一个值得注意的点)

(iii) 如果 X1, … ,Xn 和 Y1, … ,Yn 是独立的样本，得到的 rx,y 将接近 0。

前两条陈述以及不等式 |rx,y| ≤ 1 的结论来自柯西-施瓦兹不等式。

独立随机变量是不相关的，且样本相关系数会趋向于总体相关系数，但是不相关向量不一定独立
(考虑 y = x2 的情况).

当样本量 n 很大时，相关系数 ρ 趋向于：

ρ =
cov(X,Y )

√varX√varY
=

E(X − EX)(Y − EY )

√E(X − EX)2√E(Y − EY )2

因为 cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = E(XY ) − EXEY，因此对于独立的随机变量 X 和 Y，
此系数 ρ 等于 0：独立随机变量是不相关的。我们将在讨论线性回归时进一步解释样本相关系
数。

样本相关系数

一个由对 (X1,Y1)，(Xn,Yn) 组成的样本的样本相关系数为：

rX,Y =
∑n

i=1 (Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

(n − 1)√S 2
X
√S 2

Y
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图: 两个样本的 50 个数据点的散点图，样本相关系数分别为 0.98 和 -0.05。右图给出了点 (xi, y2
i )

对应的散点图。

不相关不一定独立

不能将陈述 (iii) 反过来说，认为接近 0 的相关性意味着两个坐标是独立的。这在上图中得到
了说明。左图显示了明显的线性相关性，其相关系数为 0.98。右图是点 (xi, yi) 对应的
(xi, y2

i ) 的散点图，表现出明显的二次相关性。右图中的两个坐标之间的“相关强度”不亚于左
图中的强度。然而，右图中的样本相关系数为 -0.05。显然，相关系数考虑的是线性意义上的
相关,对存在的二次关系不敏感。
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