
极大似然估计
“极大似然估计法”是寻找未知参数估计量的最常用方法。在介绍这一方法的一般形式之前，我们
先推导一个简单的二项分布的极大似然估计量。

例 二项分布

假设我们抛掷一枚有偏硬币 10 次。有偏的意思是对于这枚硬币，出现“正面”的概率 p 不一定是
1/2。令 X 为 10 次抛掷中出现“正面”的次数。那么随机变量 X 服从参数为 10 和未知的 p ∈ [0, 1]

的二项分布。假设我们得到了 3 次正面朝上的结果，则这一结果的概率为：

Pp(X = 3) = (
10

3
)p3(1 − p)7

概率 p 是未知的，需要进行估计。

那么我们这时候问:**哪个 p 值最有可能呢？

下图展示了 Pp(X = 3) 作为 p 的函数的变化情况。我们可以看到，存在一个唯一的 p 值使得该概
率最大，即 0.3。这个 p 值赋予了观察结果“3 次正面朝上”最大的可能性。在这种情况下，估计量
p̂ = 0.3 就是极大似然估计量。

图:. Pp(X = 3) 随 p 变化的函数，其中随机变量 X 服从参数为 10 和 p 的二项分布。

极大似然方法需要一个由观察值的概率密度推导出的似然函数。对于随机变量 X 的概率密度 pθ，
我们指的是函数 x ↦ Pθ(X = x)（若 X 是离散的），或函数 pθ 满足 Pθ(X ∈ B) = ∫

B
pθ(x)dx
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（若 X 是连续的）。

通常，X = (X1, … ,Xn) 是一个具有独立同分布坐标 Xi 的向量。X 在 (x1, … ,xn) 上的密度等于
边际概率密度的乘积 ∏n

i=1 pθ (xi)，似然函数则为：

θ ↦ L (θ;x1, … ,xn) =
n

∏
i=1

pθ (xi)

其中，pθ 是一个 Xi 的（边际）密度。然而，似然函数的通用定义也适用于元素不独立或不同分
布的观察向量。这里要注意哪怕是 i. i. d. 样本也是要写成乘积, 因为考察的是整个随机向量的密度
函数. 因此，我们更愿意将观察记为 x，而不是 (x1, … ,xn)，并将似然函数写为 L(θ;x) ≡ pθ(x)。

对于离散概率分布，极大似然估计可以描述为赋予观测值 x 最大概率的参数值。实际上，我们通
过先固定的 x 然后最大化概率密度 pθ(x) = Pθ(X = x) (视为 θ 的函数) 来进行估计。

直观上，这一原则是合理的。虽然名字听起来不错, 叫做极大似然, 也就是说"最有可能"，但极大
似然估计量并不一定是最好的估计量。所谓“最好的”估计量，是指均方误差最小的估计量, 这一点
的定义需要把握住.

对于给定模型，计算极大似然估计量主要依赖于微积分工具。通常，我们对似然函数求导并将导
数设为 0 然后找最大值。

为了减少不必要的计算量（尤其是在处理独立观测时），一个技巧是首先对似然函数取对数。

由于对数是单调函数，θ̂ 使得 θ ↦ L(θ;x) 达到最大值的条件与 θ ↦ logL(θ,x) 达到最大值的条件
是等价的（这里我们讨论的是使达到最大值处的参数值，而不是最大值本身！）。对于固定的 x
，对数似然函数为：

θ ↦ logL(θ;x) = log pθ(x)

如果 L 在 θ ∈ Θ ⊂ R
k 上可微分，并且在 Θ 的内点达到最大值，那么：

∂

∂θj
logL(θ;x)

∣θ=θ̂
= 0, j = 1, … , k

似然函数

令 X 为具有依赖于参数 θ ∈ Θ 的概率密度 pθ 的随机向量。对于固定的 x，将函数

θ ↦ L(θ;x) := pθ(x)

视为 θ ∈ Θ 的函数（其中 Θ 是参数空间），称为似然函数。

极大似然估计和估计量

θ 的极大似然估计是使似然函数 θ ↦ L(θ;x) 达到最大值的 T (x) ∈ Θ。极大似然估计量是相应
的估计量 T (X)。
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这个方程组被称为似然方程组(注意是对数似然函数对各个参数的分量求偏导, 得到的是个方程
组)，但它不总是可以显式求解。如果必要的话，可以使用优化方法来近似求解。

但是从微积分工具的角度来说, 方程组的解不仅仅是极大值，极小值和拐点也是似然方程的解。为
了验证某个解是否确实是最大值，我们需要仔细考虑（对数）似然函数的形式。

一种方法是求解对数似然函数在该解处的二阶导数（或如果参数是多维的，则为 Hessian 矩
阵）。如果函数在该点有极大(极小)值，二阶导数在该点将是负(正)的。对于高维参数，Hessian
矩阵的所有特征值都必须为负(正)。

如果观测 X = (X1, … ,Xn) 由独立同分布的子观测 Xi 组成，那么观测 x 的似然函数 L(θ;x) 是一
个乘积：

L(θ;x) = ∏
i

pθ (xi)

其中 pθ 是某个 Xi 的（边际）密度。对数似然函数则为：

θ ↦ logL (θ;x1, … ,xn) = log
n

∏
i=1

pθ (xi) =
n

∑
i=1

log pθ (xi)

对数似然函数的导数，即所谓的得分函数，是各个观测得分函数的和。因此，似然方程为：

n

∑
i=1

∂

∂θj
log pθ (xi) = 0, j = 1, … , k

例 指数分布

令 X = (X1, … ,Xn) 为来自参数 λ > 0 的指数分布的样本。则其观测值 x1, … ,xn 的对数似然函
数为：

λ ↦ logL (λ;x1, … ,xn) = log
n

∏
i=1

λe−λxi = n logλ − λ
n

∑
i=1

xi

参数空间为 λ ∈ (0, ∞)。对对数似然函数关于 λ 求导并令其等于 0，得到：

d

dλ
logL(λ;x1, … ,xn)

∣λ=λ̂
=

n

λ̂
−

n

∑
i=1

xi = 0

其解为 λ̂ = 1/x̄。对数似然函数的二阶导数为：

d2

dλ2
logL (λ;x1, … ,xn) = −

n

λ2

它在所有 λ > 0 时为负，因此似然函数在 λ̂ 处确实有一个最大值。参数 λ 的极大似然估计量为
λ̂ = 1/X̄。

例 二项分布

变量 X 定义为掷硬币 10 次中出现正面朝上的次数。X 服从参数为 10 且未知概率 p 的二项分布。
观察到的值是 x = 3。对数似然函数等于以下函数：
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最大似然估计量 p̂ 是使该函数在 [0, 1] 上最大化的 p 值。
得到的解为 p̂ = 0.3。

对于一般的二项分布 X，其参数为 n 和 p，对数似然函数为：

p ↦ logL(p;x) = log(n
x
) + x log p + (n − x) log(1 − p)

如果 0 < x < n，那么当 p ↓ 0 或 p ↑ 1 时，logL(p;x) → −∞，因此对数似然函数在区间 (0, 1) 内
取其最大值。由此可知，似然函数 L(p;x) 也在 (0, 1) 内取其最大值。将对 p 的导数设为 0，得到
一个解 p̂ = x/n。因此该解为最大似然估计量，p̂ = x/n。

如果 x = 0 或 x = n，则 L(p;x) 在 0 或 1 处有局部最大值。在这些情况下，最大似然估计量仍然
可以写为 p̂ = x/n。因此，最大似然估计量为 p̂ = X/n。

例 正态分布

对于来自 N (μ,σ2) 分布的样本 X = (X1, … ,Xn)，对数似然函数为：

对于参数 θ = (μ,σ2)，我们选择的自然参数空间(确定参数空间是非常重要的)是 Θ = R × (0, ∞)

。对数似然函数对 μ 和 σ2 的偏导数为：

将第一个方程设为 0，得到解 μ̂ = x̄。对于每个 σ2 > 0，对数似然函数在 μ = μ̂ 处确实有全局最
大值，因为当 μ → ±∞ 时，对数似然值趋于 −∞。

接着，我们将 μ = μ̂ 代入第二个偏导数，将其设为 0，解出 σ2 的似然方程，得到解
σ̂2 = n−1 ∑n

i=1 (xi − x̄)2。由于相同的原因，对数似然函数在该值处有最大值。（请注意，如果用
关于 σ 的导数最大化对数似然函数而不是关于 σ2 的导数，会得到 σ̂2 的平方根作为 σ 的最大似然
估计量。）

为了验证该（可微）对数似然函数在我们找到的似然方程解处是否有最大值，我们还可以求解对
数似然函数在点 (μ̂, σ̂2) 处的 Hessian 矩阵，该矩阵在此情况下为：

1

σ̂4
( )

p ↦ logL(p;x = 3) = log((10

3
)p3(1 − p)7)

= log(
10

3
) + 3 log p + 7 log(1 − p)

(μ,σ2) ↦ log
n

∏
i=1

1

√2πσ2
e− 1

2 (xi−μ)
2
/σ2

= −
1

2
n log 2π −

1

2
n logσ2 −

1

2σ2

n

∑
i=1

(xi − μ)2

∂

∂μ
logL (μ,σ2;x1, … ,xn) =

1

σ2

n

∑
i=1

(xi − μ)

∂

∂σ2
logL (μ,σ2;x1, … ,xn) = −

n

2σ2
+

1

2σ4

n

∑
i=1

(xi − μ)2

−nσ̂2 0

0 −n/2
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该矩阵的两个特征值都是负的，因此对数似然函数在点 (μ̂, σ̂2) 处有一个最大值。

对于参数 (μ,σ2)，最终的最大似然估计量等于

(X̄,
1

n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2
) = (X̄,

n − 1

n
S 2
X)

其中

S 2
X =

1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2

样本均值是 μ 的无偏估计量，但求出的最大似然估计量 σ̂2 存在轻微的偏差(bias)。

由于这个小偏差，样本方差 S 2
X

= (n/(n − 1))σ̂2 通常是优选的。

然而，S 2
X

 的均方误差大于 σ̂2 的均方误差，不过谈及到底谁的均方误差最小方面，使用
((n − 1)/(n + 1))S 2

X
 反而还要优于这两者。因为对于较大的样本数，差异很小，所以使用哪个估

计量并不重要。

如果我们假设 μ 是已知的，可以得到另一个模型。此时参数为 θ = σ2，参数空间为 (0, ∞)。然后
我们发现 σ2 的最大似然估计量等于 n−1 ∑n

i=1 (Xi − μ)2。但是请注意，只有在假设 μ 已知的情况
下，这才是一个估计量, 否则这个统计量含有参数！

如果（对数）似然函数的最大值不在参数空间的内部取得，那么最大似然估计 θ̂ 通常不是似然函
数导数的驻点，而是一个局部最大值，且似然方程不成立。在其他一些例子中，似然函数并不是
处处可微（甚至不连续），最大似然估计也不满足似然方程。下一个例子 阐述了这种情况。此
外，似然函数可能有多个（局部）最大值和最小值。此时，似然方程可能有多个解。最大似然估
计根据定义是似然函数的全局最大值。

例 均匀分布

设 x = (x1, … ,xn) 为来自区间 [0, θ] 的均匀分布的观测样本，其中 θ > 0 为未知数。我们希望使
用最大似然估计量来估计参数 θ。由于观测值 x1, … ,xn 落在区间 [0, θ] 内，因此必须有 θ ≥ xi 对
于 i = 1, … ,n。立刻可以推导出 θ ≥ x(n)，其中 x(n) 是观测到的最大顺序统计量。

观测值 x1, … ,xn 的似然函数等于 X1, … ,Xn 在 x1, … ,xn 上的联合密度，视为 θ 的函数。由于
X1, … ,Xn 是独立同分布的，联合密度等于边际密度的乘积，该密度在区间 [0, θ] 上为 1/θ，在其
他地方为 0。因此，似然函数为

θ ↦ L (θ;x1, … ,xn) =
n

∏
i=1

1

θ
10≤xi≤θ = ( 1

θ
)

n

1x(1)≥01x(n)≤θ

第二个等号的处理很关键, 记住均匀分布要"收住"次序统计量的最大和最小值.

我们先把 X(1) 放到 0 之后, 之前都是 0, 没有意义, 现在我们来考虑 X(n), 这才是比较关键的统计量.
该 θ 的函数在 θ < x(n) 时等于 0，因为此时指示函数 1x(n)≤θ 等于 0。在 θ = x(n) 时，该函数跳变至
1/θn。在 θ = x(n) 处，似然函数以及对数似然函数相对于 θ 是不可微的。可以通过绘制似然函数
关于 θ 的图像找到最大值。当 θ ≥ x(n) 时，似然函数等于递减函数 θ → 1/θn。下图展示了似然函
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数的变化情况（关于 θ）。在 x(n) 处，似然函数是上半连续的，并且也是最大值；因此，θ 的最大
似然估计量等于 x(n)，相应的最大似然估计量是 X(n)。

图来自区间 [0, 5] 的均匀分布样本，样本量为 8 的似然函数的图像。最大似然估计量 x(n)（尖峰位
置）为 4.73。

例 限制条件下的正态分布

假设观测值 X1, … ,Xn 独立且服从均值为 μ，方差为 1 的正态分布，且我们知道 μ ≥ 0。对于
X1, … ,Xn 的一次观测 x1, … ,xn，在实数域上，似然函数在 x̄ 处取得绝对最大值。然而，x̄ 可能
为负数，并且 μ ≥ 0，因此 x̄ 不是最大似然估计量, 因为显然偏出了参数空间。如果 x̄ ≤ 0，则在
参数空间 [0, ∞) 上，似然函数在 0 处取得局部最大值。最大似然估计量是当 x̄ ≥ 0 时为 x̄，否则
为 0。相应的最大似然估计量是 max(0, X̄)。

从以上我们可以清楚地看到统计模型和最大似然估计量不仅由观测值的密度形式决定，也由参数
空间的定义决定！

如果 g : Θ → H 是一个双射的函数，我们可以用参数 η = g(θ) ∈ H 替代 θ ∈ Θ 来对模型进行参数
化。根据定义可以立即得出，如果 θ̂ 是 θ 的最大似然估计量，那么 g(θ̂) 是 η 的最大似然估计量。
因此，对于任意函数 g，我们定义 g(θ) 的最大似然估计量为 g(θ̂)。（该估计量最大化了轮廓似然
函数 Lg(τ;x) = supθ∈Θ:g(θ)=τ pθ(x), 之后会更加具体的提到）

在之前定义中，最大似然估计量基于最大似然估计值。在实际操作中，常常直接以随机变量 X 的
形式书写（对数）似然函数，而不是以观测值 x 表示，并且直接通过对 θ 求最大值来推导估计
量。这种简化的表示法在接下来的最大似然法应用示例中使用。之后也会进一步的有关于将此方
法应用于回归模型的示例。
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例 指数分布，续例

设 X = (X1, … ,Xn) 是来自参数 λ > 0 的指数分布的样本。在之前中，我们已经证明 λ 的最大似
然估计为 λ̂ = 1/X̄。由此我们可以很容易地推导出 EθXi = 1/λ 的最大似然估计，即

ÊθXi = 1/λ̂ = X̄。

例 伽马分布

设 X = (X1, … ,Xn) 是来自伽马分布的样本，其概率密度函数为

pα,λ(x) =
xα−1λαe−λx

Γ(α)

其中，α > 0 和 λ > 0 是未知的形状参数和逆尺度参数，Γ 是伽马函数：

Γ(α) = ∫
∞

0
sα−1e−sds

X1, … ,Xn 的对数似然函数为

作为参数空间 θ = (α,λ)，我们取 Θ = [0, ∞) × [0, ∞)。为了确定 α 和 λ 的最大似然估计，我们求
出对数似然函数相对于 λ 和 α 的偏导数：

（在相对于 α 的偏导数中，我们在积分号内对伽马函数 α ↦ Γ(α) 进行了微分，并使用了
(∂/∂α)sα = sα log s。）偏导数在最大似然估计 (α̂, λ̂) 处等于 0；这给出了两个似然方程。从第一
个方程立即可得 λ̂ = α̂/X̄。要注意这里使用的方法是, 把他作为结论(如正态分布时候一样)将其代
入第二个似然方程(解方程组的常见方法)，得到

n

∑
i=1

logXi + n log α̂ − n log X̄ − n
∫ ∞

0 sα̂−1 log se−sds

∫ ∞
0 sα̂−1e−sds

= 0

此方程没有 α̂ 的显式解，但可以通过迭代方法在观测到的 X1, … ,Xn 样本上进行数值求解。对于
大多数数值算法，我们需要初始值作为求解方程的起始点。可以使用矩估计方法的估计值作为初
始值。

我们将所得值 α̂ 代入方程 λ̂ = α̂/X̄ 来确定 λ̂。为了验证对数似然函数在解处是否取得极大值，我
们必须计算在 (α̂, λ̂) 处的 Hessian 矩阵的特征值。如果两个特征值在 (α̂, λ̂) 处都为负，则 (α̂, λ̂)

为 (α,λ) 的最大似然估计。

(α,λ) ↦ log
n

∏
i=1

Xα−1
i λαe−λXi

Γ(α)

= (α − 1)
n

∑
i=1

logXi + nα logλ − λ
n

∑
i=1

Xi − n log Γ(α)

∂

∂λ
logL (α,λ;X1, … ,Xn) =

nα

λ
−

n

∑
i=1

Xi

∂

∂α
logL (α,λ;X1, … ,Xn) =

n

∑
i=1

logXi + n logλ − n
∫ ∞

0 sα−1 log se−sds

∫ ∞
0 sα−1e−sds
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例 应用: 计数细菌

在被污染的水中，细菌的数量无法用肉眼或显微镜直接计数。为了了解污染的程度，我们估计每
分升水中细菌的集落形成单位（colony-forming units, CFU）数量。我们采用以下方法。假设被污
染水中每分升的细菌集落形成单位数量服从参数为 μ 的泊松分布。为了估计水中的细菌集落形成
单位数量，我们需要估计 μ。我们将被污染的水倒入 100 升的纯水桶中，充分混合，然后将水分
成 100 个容量为 1 升的培养皿。接着我们检查每个培养皿是否形成集落。如果形成集落，则说明
该分升水中至少有一个细菌集落形成单位；如果没有形成集落，则说明该分升水中没有细菌。令
X 表示被污染水中每分升的细菌集落形成单位数量，则可以表示为 X = ∑100

i=1 Xi，其中 Xi 表示
第 i 个培养皿中的细菌集落形成单位数量。变量 X1, … ,X100 是独立的，并服从参数为 μ/100 的
泊松分布(这里要注意泊松分布的可加性, 同时要领会其中参数 μ 代表的含义)。

然而，我们无法直接观察 X1, … ,X100。我们实际观测到的是 Y1, … ,Y100，其中 Yi 定义为

Yi = {

观测量 Yi 是独立的，并服从以下伯努利分布：

P (Yi = 0) = P (Xi = 0) = e−μ/100  且  P (Yi = 1) = 1 − e−μ/100

定义 p := P (Yi = 1) = 1 − e−μ/100。伯努利分布参数 p 的最大似然估计可以通过列出似然方程并
解得 p 来简单推导出来。基于样本 Y1, … ,Y100，该估计量为 p̂ = ∑100

i=1 Yi/100。由于
p = 1 − e−μ/100，参数 μ 可以表示为 −100 log(1 − p)，因此 μ 的最大似然估计量为

μ̂ = −100 log(1 −
100

∑
i=1

Yi/100)

例 自回归

最大似然法不仅限于独立观测值。我们通过自回归模型来展示这一点，该模型常用于分析随时间
变化的变量：

Xi = βXi−1 + ei

其中，β 是未知参数，e1, … , en 是不可观测的随机波动，也被称为 "噪声" 。该模型与无截距的线
性回归模型非常相似，只是这里的观测值 Xi 是通过 Xi−1 进行回归解释的。如果我们将
i ∈ {1, … ,n} 看作表示时间的连续时刻，那么回归发生在 Xi 与序列过去的 Xi−1 之间，这就是
"自回归" 一词的来源。这里我们讨论的是一阶自回归(也就是说这里讨论的是相隔序数差为 1 的自
回归, 普遍形式可以写为 i, i + h)模型；从一阶的方法出发, 去研究回归到过去多个变量的扩展形式
也是显而易见的。

在这个模型中，数据点的顺序至关重要，将数据描绘成时间的函数是有益的。下图展示了向量
(X0,X1, … ,Xn) 的三个可能的实现，以 i 为横轴，xi 为纵轴绘制。所有三个实现都以 x0 = 1 开
始，但此后根据模型 Xi = βXi−1 + ei，通过独立的噪声生成，且 β 的值相同。统计问题是根据观
察到的实现 (x0,x1, … ,xn) 来估计 β 的值。我们将使用最大似然法来解决这个问题。

0  如果第 i 个培养皿中没有形成集落 
1  否则 
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图: 根据自回归模型生成的向量 (X0,X1, … ,X50) 的三个实现，具有标准正态噪声，x0 = 1 且
β = 0.7。每个图都是点 {(i,xi) : i = 0, … , 50} 的线性插值。

我们通过假设 X0 服从概率密度 pX0  来完成模型的描述，并假设噪声 e1, … , en 是独立且服从正态
分布 N (0,σ2) 的随机变量，并且它们与 X0 独立。似然函数是观测向量 X = (X0, … ,Xn) 的联合
概率密度。由于观测值 X0,X1, … ,Xn 是相关的(虽然是一种带有随机的相关)，因此联合密度不
是边缘密度的乘积。

然而，我们可以使用联合密度的一般分解公式(这里用到了条件概率的重要性质, 并且要注意第一
项是 x0 因为要注意这是起始项, 而后面的例如 xn 是依赖于之前的, 所以我们才能写出有意义的"条
件概率")：

这个公式将联合密度分解为条件密度的乘积，推广了独立观测值情况下的乘积公式。通过反复应
用公式 fX,Y (x, y) = fX(x)f Y ∣X(y ∣ x)，可以证明这一公式。

在自回归模型中，已知 X0 = x0, … ,Xi−1 = xi−1 的情况下，Xi 的条件密度等于 βxi−1 + ei 的密
度，即具有期望 βxi−1 和方差 var ei = σ2 的正态分布的密度。因此，似然函数的形式为：

(β,σ) ↦ L (β,σ;X0, … ,Xn) = pX0 (X0)
n

∏
i=1

1

σ
ϕ(Xi − βXi−1

σ
)

我们尚未指定 X0 的密度。由于该密度仅影响 n + 1 个因子中的一个，而 n 通常很大，因此相关
的因子 pX0 (X0) 被省略，分析是在 "给定 X0 的值的条件下" 进行的。

使用这种定义的似然函数，可以通过与线性回归模型相同的计算方法（参见之后的章节）确定参
数 (β,σ) 的（条件）最大似然估计。

pX0,…,Xn (x0, … ,xn) = pX0 (x0)pX1∣X0 (x1 ∣ x0)pX2∣X0,X1 (x2 ∣ x0,x1)×

⋯ × pXn∣X0,…,Xn−1 (xn ∣ x0, … ,xn−1)
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最大似然估计量 β̂ 最小化平方和 β ↦ ∑n
i=1 (Xi− βXi−1)2，并且等于

β̂ =
∑n

i=1 XiXi−1

∑n
i=1 X

2
i−1

σ2 的最大似然估计量为

σ̂2 =
1

n

n

∑
i=1

(Xi − β̂Xi−1)
2

根据初始观测值 X0 的建模，基于无条件似然函数的最大似然估计量可能会采取略微不同的形
式。

关于上一个例子的补充证明以及一些说明

在给定的自回归模型中：

Xi = βXi−1 + ei, i = 1, 2, … ,n,

其中误差项 ei 独立且服从正态分布 N(0,σ2)，并且与初始值 X0 独立。由于 ei 是正态分布的随机
变量，且线性变换保持正态性，因此 Xi 条件于 Xi−1 也是正态分布的。

1. 条件概率密度为何为正态分布：

由于：

Xi = βXi−1 + ei,

且已知 Xi−1，因此 Xi 的条件分布为, ：

Xi ∣ Xi−1 ∼ N (βXi−1,σ2).

这是因为 ei 的分布为 N(0,σ2)，将 Xi−1 视为已知量所以说是以此为条件，βXi−1 为确定的均值，
故 Xi 条件于 Xi−1 服从均值为 βXi−1、方差为 σ2 的正态分布。

2. 构建似然函数：

观测向量为 X = (X0,X1, … ,Xn)。由于 Xi 条件于 Xi−1 的条件密度已知，联合概率密度可以分
解为：

pX0,X1,…,Xn(x0,x1, … ,xn) = pX0(x0)
n

∏
i=1

pXi∣Xi−1(xi ∣ xi−1).

其中，pXi∣Xi−1(xi ∣ xi−1) 是条件密度函数，具体为：

pXi∣Xi−1(xi ∣ xi−1) =
1

√2πσ2
exp(−

(xi − βxi−1)2

2σ2
).

因此，似然函数（忽略初始值 X0 的密度）为：

L(β,σ;X0,X1, … ,Xn) =
n

∏
i=1

1

√2πσ2
exp(−

(Xi − βXi−1)2

2σ2
).

为了简化计算，通常取对数似然函数：
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ℓ(β,σ) = −
n

2
ln(2πσ2) −

1

2σ2

n

∑
i=1

(Xi − βXi−1)2.

3. 最大似然估计的推导：

（a）估计 β：

对于正态分布来说最大化对数似然函数相当于最小化平方和(这一点在之后的回归分析时候会提
到)：

S(β) =
n

∑
i=1

(Xi − βXi−1)2.

对 β 求导并令导数为零：

∂S(β)

∂β
= −2

n

∑
i=1

Xi−1(Xi − βXi−1) = 0.

解得：

β̂ =
∑n

i=1 XiXi−1

∑n
i=1 X

2
i−1

.

（b）估计 σ2：

将 β̂ 代入平方和：

σ̂2 =
1

n

n

∑
i=1

(Xi − β̂Xi−1)2.

这是因为对于正态分布，最大似然估计量是残差平方和除以样本量 n。

4. 关于初始值 X0 的处理：

初始值 X0 的密度 pX0(x0) 未被指定，但由于 n 较大，且 X0 仅影响似然函数中的一个因子，故在
估计 β 和 σ2 时，可忽略 pX0(x0)，相当于在给定 X0 的条件下进行估计。

例 应用：复合泊松过程

一家健康保险公司为其客户和医疗服务提供者报销已产生的医疗费用。每月初，公司希望估算该
月需要预留多少资金以支付所有批准的索赔。为此，整理了一个包含过去 120 个月所有支付记录
的数据集。

批准的索赔数量因月份而异，且取决于健康保险公司在该月的客户数量。我们定义 Ni 为第 i 个月
批准的索赔数量，并假设 N1, … ,N120 是独立的随机量，且满足

Ni ∼ Poisson (μMi), i = 1, … , 120

其中 μ > 0 是一个未知参数，Mi 是公司在第 i 个月初的客户数量。假设 Mi 是已知的且不是随机
的。
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我们用 Ci,j 表示第 i 个月第 j 个索赔的金额。第 i 个月的支付金额等于 ∑Ni

j=1 Ci,j。我们假设已支
付索赔的金额是独立的随机变量，满足

Ci,j ∼ exp(θ), i = 1, … , 120, j = 1, … ,Ni

其中 θ > 0 是一个未知参数。我们还假设索赔金额 Ci,j 与索赔数量 Ni 相互独立。

根据上述模型的假设，可以确定下个月的预期支出。如果已知下个月的索赔数量为 n，那么预期
支出为

Eθ

n

∑
j=1

Cj =
n

θ

其中 C1, … ,Cn 是下个月获批的索赔金额。然而，总的索赔数量是未知的，且服从 Poisson(μM)

分布，M  是下个月的客户数量。此时，预期支出为

Eμ,θ(
N

∑
j=1

Cj) = Eμ(Eθ(
N

∑
j=1

Cj ∣ N)) = Eμ(
N

θ
) =

μM

θ

在这个表达式中，我们首先计算给定 N  时 ∑N
j=1 Cj 的期望，得到 N/θ，然后再取 N/θ 的期望。

因此，当 θ 和 μ 已知时，下个月的预期支出为 μM/θ。

参数 μ > 0 和 θ > 0 是未知的，需要通过数据来估计。我们使用最大似然法。为了推导似然函
数，我们首先确定一个月内观测到的 (C1, … ,CN ,N) 的联合密度。我们将这个密度记为 fθ,μ，其
表达式为

我们假设不同月份和年份的观测值是独立的。过去十年数据集中的所有观测值的对数似然函数等
于各个月份联合概率密度的乘积的对数：

第一项不依赖于参数 μ，第二项不包含参数 θ。因此，为了确定 θ 和 μ 的最大似然估计量，只需
分别对第一项关于 θ 和第二项关于 μ 进行最大化即可。结果为

θ̂ =
∑120

i=1 Ni

∑120
i=1 ∑

Ni

j=1 Ci,j

 和  μ̂ =
∑120

i=1 Ni

∑120
i=1 Mi

支付金额的最大似然估计为

M
μ̂

θ̂
= M

∑120
i=1 ∑

Ni

j=1 Ci,j

∑120
i=1 Mi

fθ,μ (c1, … , cN ,N = n) = fθ,μ (c1, … , cn ∣ N = n)Pμ(N = n)

= (
n

∏
j=1

θe−θcj)e−μM (μM)n

n!

(μ, θ) ↦ log(
120

∏
i=1

(
Ni

∏
j=1

θe−θCi,j)e−μMi
(μMi)

Ni

Ni!
)

=
120

∑
i=1

log(
Ni

∏
j=1

θe−θCi,j)+
120

∑
i=1

log(e−μMi
(μMi)

Ni

Ni!
)
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在此示例中，我们假设参数 μ 和 θ 在每个月和每一年都是相同的。这样的假设其实是有问题的。
事实上，由于通货膨胀，平均支付金额会增加，并且冬季的索赔数量通常比夏季多。因此，值得
考虑让参数依赖于年份和月份。我们可以使用 12 个参数 μ1, … ,μ12 来表示不同月份的参数。然
而，很显然的是增加模型中的未知参数数量会降低估计的精度。
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