
本福特定律
1938 年，物理学家本福特发表了一篇学术论文，声称在一个数据集中，数字的首位数越小，其出
现频率越高。换句话说，在一个数据集中，以 1 开头的数字比以 2 开头的数字多，以 2 开头的数
字又比以 3 开头的数字多，依此类推。这个模式与人们通常认为的所有首位数从 1 到 9 出现的频
率大致相同的直觉不符。

更有趣的是, 在论文中，本福特甚至指出，一个数据集中任意数字以数字 d 开头的概率等于
log10(1 + 1/d)，其中 d ∈ {1, … , 9} （log10 表示以 10 为底的对数）。因此，根据本福特的定律，
在一个数据集中的任意数字以 1 开头的概率约为 0.30，而以 9 开头的概率则降到了不到 0.05。下
图展示了这些概率。这一论断被称为“本福特定律”。

图: 根据本福特定律，不同首位数的概率。

本福特并不是第一个发现这一规律的人。早在五十多年前，即 1881 年，美国天文学家纽科姆就
发表了一篇包含相同发现的学术论文。纽科姆注意到，带有对数表的书籍的前几页比后几页更
脏，磨损也更严重。由于书籍的前几页包含的是首位数较低的数字，而后几页则包含首位数较高
的数字，纽科姆推断，低首位数的对数比高首位数的对数被查询得更频繁。

让我们找个数据集试验一下到底是不是如此。

我们通过使用 CIA《世界概况》（2006 年 2 月）中的数据，这个数据集包含所有国家人口数量,
下图展示了一个以这些国家人口数据为基础的首位数的直方图（是一个经过标准化的总面积为 1
的直方图），以及本福特频率。首位数的频率似乎很好地遵循了“本福特定律”。
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图: 世界各国人口数据集中首位数从 1 到 9 的直方图。图中直方图以外的阶梯函数表示基于本福
特定律的预期频率。

许多数据集已经被用于验证本福特定律的有效性，从实验室中测量的物理量到地理信息（如河流
长度和首都的人口数量），从企业会计数据到货币转换系数。在几乎所有情况下，本福特定律都
大致成立。当然，并非每个数据集都适用。纯随机数（例如反复掷骰子的结果）或受限制的数字
（如人口年龄或电话簿中的电话号码）并不符合本福特定律。

财务报表中的数字，例如一些大公司的账目，通常大致符合本福特定律。因此，这一定律可以用
于核查账目以及调查欺诈和不一致情况。一个实施欺诈的员工，若试图掩盖其行为，通常会以某
种方式捏造或篡改数字，使得首位数的分布趋于均匀。如果该员工经常篡改或捏造数字，那么他
的行为将改变首位数的分布，使其偏离本福特定律所预测的分布。例如，如果账目中 9% 的数字
以 9 开头，那么几乎可以肯定会对这些账目进行调查，因为根据本福特定律，只有 4.6% 的数字
应该以 9 开头。

然而，也并非那么绝对, 偏离本福特定律并不意味着就一定存在欺诈。在某些情况下，人们可能更
喜欢以 9 开头的数字；例如，价格为 99 欧元的产品通常比价格为 100 欧元的产品卖得更好。这
种情况下出现首位 9 是相当合理的.

只有结构性(作用于整体结构的)欺诈可以通过本福特定律检测到。如果有一笔大额资金转入私人
账户，而只关注本福特定律的偏差，那么这种单笔转账不会被察觉, 因为这不是结构性欺诈和偏
差。下图展示了一家大公司的 150 万条账目数据中的首位数字的直方图（面积为 1），以及根据
本福特定律预期的频率。这些账目的数字似乎很好地遵循了本福特定律。
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尽管对本福特定律进行了大量研究，但为什么某些数据集符合这一定律，而其他数据集却不符
合，仍然没有完全清楚的解释。

符合本福特定律的一个例子是指数增长的情况。让我们更详细地研究这种情况。因为只对数字的
首位感兴趣，所以我们将一个数字 z 写成 z = x × 10n，其中 1 ≤ x < 10 且 n ∈ Z。这种表示法适
用于所有正数。我们称 x 为对应于 z = x × 10n 的标准化观测值。数字 z 的首位等于 x 的首位(个
位)。

设 D 为随机变量，表示某个数据集中任意（随机）数字 Z = X × 10n 的首位数字。假设 X 服从
ab

Y  分布，其中 a, b > 0，且 Y  在区间 [0, 1/ log10 b] 上均匀分布。那么

其中第 4个等号是由 Y log10 b 的分布得出的，即在区间 [0, 1] 上的均匀分布。
因此，首位数字 D 等于 k 的概率正是本福特定律所预测的概率。如果 b = 10，则 log10 b = 1，并
且假设 Y  在 [0, 1] 上均匀分布。

图: 展示了中的标准化人口数量的 log10 的顺序统计量与 [0, 1] 区间上的均匀分布分位数的 QQ 图。
对于这个数据集，假设显然成立。

P(D = k) = P(k ≤ X < k + 1)

= P (k ≤ ab
Y < k + 1)

= P (log10(k/a) ≤ Y log10 b < log10((k + 1)/a))

= log10(k + 1) − log10 a − (log10 k − log10 a)

= log10(1 + 1/k),
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假设 X 服从 abY  分布，其中 a, b > 0 且 Y  在区间 [0, 1/ log10 b] 上均匀分布，这个假设看起来不太
直观，因此似乎不太现实。

然而，以下示例说明这个例子还是挺常见的。

假设一家公司市值为 d 百万欧元，每年以 x% 的速度增长。经过 t 年后，公司市值增长到
d(1 + x/100)t 百万欧元。经过 t = 1/ log10(1 + x/100) 年后，公司市值增长了十倍。此时，市值
的首位数字等于 t = 0 时的首位数字。由于这个时间跨度与初始金额 d 无关，因此时间可以任意
选择，而我们只关心首位数字，所以只需要考虑 t 在区间 [0, 1/ log10(1 + x/100)] 内的取值。

设 T  为在区间 [0, 1/ log10(1 + x/100)] 上均匀分布的随机变量。对于市值为 d 的任意公司，其在时
间 T  时的市值为 Z = d(1 + x/100)T = (d/10n)(1 + x/100)T10n，其中 n ∈ N 使得
(d/10n)(1 + x/100)T ∈ [1, 10)，且概率为 1。现在我们回到了前面的情况，其中
Y = T , b = 1 + x/100，a = d/10n。一家公司在时间 0 的市值以首位数字 k 开头的概率等于本福
特定律所给出的概率 log10(1 + 1/k)。

另一个得出相同结论的例子基于这样一个假设：某家公司市值以首位数字 k 开头的概率与该公司
市值以首位数字 k 开头的时间跨度成正比。设 tk 为公司市值从 k 百万欧元增长到 k + 1 百万欧元
所需的时间跨度（以年为单位）；则有 k(1 + x)tk = k + 1，即 tk =

log10(1 + 1/k)/ log10(1 + x/100)。

因此，市值从首位数字 k（百万欧元）增长到首位数字 k + 1（百万欧元）所需的时间跨度与根据
本福特定律得出的首位数字为 k 的概率成正比。当然，这与选择的“百万欧元”单位无关。我们再
次得出结论，在我们的假设下，所有公司的市值以首位数字 k 开头的比例大约为 log10(1 + 1/k)，
正如本福特定律所预测的那样。
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