
描述性统计
统计模型是我们对产生观察数据的概率试验的先验知识的表达。

当然, 根据之前的定义我们知道所谓的统计模型假设观察值 X 是由模型中的某个概率分布生成
的。

那么我们如何找到一个好的模型？在某些情况下，模型可以从实验的设置方式中明确得出。例
如，如果在民意调查中，样本是从一个定义明确的人群中随机且有放回地抽取的，那么二项分布
是不可避免的。如果观察结果涉及发射的放射性粒子数量，根据放射性的物理理论，泊松分布是
正确的选择。有时实验与过去的实验非常相似，经验会建议某个特定的模型。当然，统计模型的
选择并非总是没有争议的。

至少，所选择的模型必须经过验证。在某些情况下，这在估计模型参数之前进行，而在其他情况
下则在之后进行。这些方法不仅应用于数据本身，通常也应用于例如回归模型的残差。在描述性
统计中我们将会讨论这一话题.

对于从未知分布中抽取的单变量样本 X1, … ,Xn 的定量度量：
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样本标准差是 SX，即 S 2
X 的平方根。

对于从未知分布中抽取的单变量样本 X1, … ,Xn 的图形方法：

对于从未知分布中抽取的双变量样本 (X1,Y1), … , (Xn,Yn) 的图形方法与定量度量：

样本均值提供了关于基础分布位置的信息：

样本方差提供了关于基础分布离散度的信息：

其他常用的度量包括样本中位数和样本四分位距。

直方图提供了关于基础分布形态的一个直观印象。

箱线图展示了中位数、四分位区间以及样本中的异常值，它能够给出基础分布的位置信息、
尺度信息以及分布的对称性和尾部厚度。
QQ 图展示了样本分位数与选择的分布的分位数的对应关系。如果选择的分布与基础分布属于
同一个位置尺度族，则点将近似落在一条直线上。

散点图是展示坐标相关性的图形表示。

样本相关系数是坐标线性相关性的定量度量：
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对于从未知分布中抽取的（可能依赖的）观测序列 X1, … ,Xn 的定量度量：

rX(h) =
∑n−h

i=1 (Xi+h − x̄) (Xi − x̄)

(n − h)S 2
X

习题

f(x) =
2

θ2
x1[0,θ](x)

的随机变量，其中 θ > 0 是常数。
(i) 确定 X 的分布函数 F。
(ii) 确定 X 的分位数函数 F −1。
7. 设 X1, … ,Xn 是连续分布的样本，其分布函数为 F，密度为 f。证明第 k 个顺序统计量 X(k) 的
概率密度为：

f(k)(x) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
F(x)k−1(1 − F(x))n−kf(x)

通过首先确定 X(k) 的分布函数来证明。（提示：如果至少有 k 个观测值 Xi 小于或等于 x，则我
们有 X(k) ≤ x。小于或等于 x 的 Xi 的数量服从参数为 n 和 P (Xi ≤ x) 的二项分布。）
8. 设 X1, … ,Xn 是连续分布 F  的样本。在本练习中，我们要证明 EF (X(k)) = k/(n + 1)。定义
Ui = F (Xi) 对于 i = 1, … ,n。
(i) 证明随机变量 U1, … ,Un 组成了 [0, 1] 上均匀分布的样本。
(ii) 证明 U(k) 的分布函数 F(k) 为：

阶数为 h 的样本自相关系数用于寻找观测值之间可能的（时间）依赖性：

1. 令 hn 为从具有密度 f 的分布中抽取的样本 X1, … ,Xn 的缩放直方图。直方图的分割由
a0 < a1 < … < am 给出。证明对于 aj−1 < x ≤ aj，当 n → ∞ 时，
hn(x) → (aj − aj−1)−1 ∫ aj

aj−1
f(s)ds 概率为 1。

2. 设 X 是具有分布函数 F  和分位数函数 Q 的随机变量。定义 xα 为 F  的 α -分位数，yα 为分布
为 Y = a + bX 的分布的 α -分位数。
(i) 假设 F  严格递增且连续，因此 F  的反函数存在并等于 Q。利用 F  的可逆性，证明
xα = F −1(α) 和 yα = F −1

a,b (α) 之间存在线性相关性。
(ii) 证明对于一般的分布函数 F，xα 和 yα 之间也存在线性相关性。使用 α -分位数的一般定
义。

3. 标准指数分布在 [0, ∞) 上的分布函数为 x ↦ 1 − e−x。
(i) 带有参数 λ 的指数分布是否属于与标准指数分布相关的位置尺度族？
(ii) 在位置尺度族 Fa,b 中，将参数 a 和 b 用带有分布 Fa,b 的随机变量的期望值和方差表示。

4. 设 X 是在 [−3, 2] 上服从均匀分布的随机变量。
(i) 确定 X 的分布函数 F。
(ii) 确定 X 的分位数函数 F −1。

5. 设 X 是具有概率密度

描述性统计

2 / 3

af://h2-1


F(k)(x) =
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∑
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(iii) 证明 U(k) 的密度 f(k) 为：

f(k)(x) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
xk−1(1 − x)n−k

(iv) 证明 EU(k) = k/(n + 1)。
9. 绘制 N (2, 22) 分布的分位数相对于 N (0, 32) 分布的分位数的图。这条线是什么？
10. 设 X 是标准正态随机变量。计算随机变量 X 和 Y = X 2 之间的相关系数。
11. 解释为什么当 n 很大时，样本相关系数 rX,Y  近似等于相关系数 ρ 是合理的。
12. 假设 X 和 Y  是独立的，并且都服从标准正态分布。计算 X 和 Z = X + Y  之间的相关系数。
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