
均方误差
虽然每一个观察函数都是一个估计量，但并不是每个估计量都是好的。好的 g(θ) 的估计量是一个
观察数据的函数 T，使得 T  “接近”被估计的 g(θ)。

那么怎么去讨论接不接近呢, 我们需要一个距离衡量. 如果单纯的使用距离 ∥T − g(θ)∥ 并不是一个
令人满意的衡量标准，原因有两个：

我们先来解决第二个困难，也就是说先忽略第一个, 因此我们考虑在假设知道 θ 为真值时，距离
∥T − g(θ)∥ 的分布。

最佳的情况是当该分布在 0 处退化，即如果 θ 是真值，那么 ∥T − g(θ)∥ 概率 1 等于 0。这将意味
着我们不会产生任何估计误差；估计值 T (x) 将绝对确定等于估计量。

这显然是一个完美的估计量, 不幸的是，在实际中这是不可能的，因此我们必须接受可能的（平
均）误差, 但希望其最小, 也就是说找到最小平均误差。实践地说, 我们寻找一个估计量，使得在真
值为 θ 的情况下，其分布尽可能集中在 g(θ) 周围，或者等价地，使 ∥T − g(θ)∥ 的分布尽可能集中
在 0 的邻域内。

例 均匀分布

设 X1, … , Xn 为相互独立的 U[0, θ] 分布的随机变量。观察值为向量 X = (X1, … , Xn)，我们希望
估计未知的 θ。由于 EθXi = 1

2 θ，那么我们利用直观上"期望"的意义: "平均"来对样本进行操作. 也
就是说用样本均值 X̄ 来估计 1

2 θ 是直观而且合理的，或者说通过 2X̄ 来估计 θ；毕竟，根据大数
定律，样本均值以概率收敛到 EθXi = 1

2 θ。

假设 n = 10，数据的取值为：3.03, 2.70, 7.00, 1.59, 5.04, 5.92, 9.82, 1.11, 4.26, 6.96，因此 2x̄ = 9.49

。

这个估计值显然太小了。仔细看观察一下的话会发现，其中一个观察值是 9.82，因此 θ ≥ 9.82 是
必须的(根据均匀分布的定义)。

我们能否想到一个更好的估计量呢？从上面的教训中学习的话, 我们可以通过取观察值的最大值
X(n) 来避免上述问题。然而，我们所取最大值也肯定小于(等于)真实值，因为所有观察值 xi 都位
于区间 [0, θ] 之内。

一个浅显的解决方案是添加一个小的修正。例如，可以取 (n + 2)/(n + 1)X(n) 作为估计量, 这看上
去合理多了。

因此我们现在手头有几个候选估计量。那么，哪个估计量是最好的呢？为了深入了解这个问题，
我们进行了如下模拟实验。我们选择了 n = 50 并从 [0, 1] 的均匀分布中模拟了 1000 个独立样
本，每个样本包含 50 个观察值。对于每个样本，我们分别计算了估计量 2X̄ 和
(n + 2)/(n + 1)X(n)。下图显示了两个集合中各 1000 个对参数 θ 的估计值的直方图。左图使用估
计量 (n + 2)/(n + 1)X(n)，右图使用 2X̄。

这个度量依赖于未知的值 θ, 我们都不知道这个"真"参数。何从谈及"距离"

这个度量是一个随机变量的，在实验进行(根据真实数据计算)之前是无法得知的。
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这些直方图可以视为估计量密度的近似。左边的密度比右边的更集中在真实值 θ = 1 附近。因
此，我们更倾向于使用估计量 (n + 2)/(n + 1)X(n)：它“平均而言”更接近真实值。（直方图的形
式差异是显著的：左边的直方图类似于（反向）指数分布密度，而右边的类似于正态分布密度。
可以轻松地从理论上解释这一点。想想为什么？）(答案: 可以计算两个统计量的密度, 一个是算的
均值, 分布是指数分布, 另一个次序统计量最大值是正态分布)
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图: 基于 n = 50 的观测值，估计量 (n + 2)/(n + 1)X(n) 和 2X̄ 对均匀分布参数 1 进行 1000 次实现
的直方图。
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需要注意的是，估计量 (n + 2)/(n + 1)X(n) 并不总是在 1000 个样本中的每一个样本上给出最好
的估计值。下图中可以看到这一点，其中竖直轴表示差值 (n + 2)/(n + 1)x(n) − 1 − |2x̄ − 1|。

可以看到的是通常情况下，这个差值是负的，但有时它是正的，也就是说此时估计量 2X̄ 给出的
值更接近真实值 θ = 1。由于在实践中我们不知道真实值，因此无法选择“最好的两个世界中的一
个”。我们必须使用在平均情况下表现最好的估计量。

图 : 估计量 (n + 2)/(n + 1)x(n) 和 2x̄ 与估计值 1 的绝对距离之差。

我们的模拟实验仅表明，当 θ 的真实值等于 1 时，(n + 2)/(n + 1)X(n) 是更好的估计量。要确定
当 θ 具有不同值时哪个估计量更好，我们需要为每个 θ 从 [0, θ] 的均匀分布中模拟样本并重复进行
模拟实验。

当然，这不是我们想做的事情，工作量实在太大, 所以我们需要数学工具研究估计问题的原因之
一。另一个原因是我们不仅想对估计量对进行排序, 给出这比那好的相对评价，还希望找到总体上
理论上最好的估计量。

由于概率分布是一个复杂的对象，比较我们刚刚提到的距离在 0 附近的“集中度”并没有明确的定
义。因此，将集中度表达为一个数字是有用的，这样我们只需要比较数字即可。有许多方法可以
做到这一点。一个在数学上相对简单的集中度衡量标准是均方误差或均方偏差。

定义中的下标 θ 是关键的：均方误差是 T  在 θ 为真值时偏离 g(θ) 的期望平方误差。

∣ ∣
均方误差

估计量 T  对于值 g(θ) 的均方误差或 MSE 为

MSE(θ; T ) = Eθ∥T − g(θ)∥2
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我们将均方误差视为给定统计量 T  的函数 θ ↦ MSE(θ; T )。更完整的表示法应为 MSE(θ; T , g)，
但由于在问题的上下文中 g 是固定的，我们省略了 g。

通过算期望和定义 MSE 我们对第二个困难进行了回答, 那么还剩下第一个困难——衡量依赖于 θ
——尚未解决；均方误差是 θ 的函数。原则上，如果 MSE(θ; T ) 在 θ 的“真值”处尽可能小即可。
由于我们不知道这个值，我们试图让均方误差在所有 θ 值上都保持（相对）较小。

对于两个估计量 T1 和 T2，如果

Eθ∥T1 − g(θ)∥2 ≤ Eθ∥T2 − g(θ)∥2  对所有 θ ∈ Θ

且对至少一个 θ 存在严格不等式，则我们更倾向于选择 T1。此时，估计量 T2 被称为不可接受的
（inadmissible）。

然而实际上可能存在这样的情况，对于某些 θ，严格不等式可能成立，而对其他 θ，可能存在反向
的不等式。这时我们无法直接判断该选择哪个估计量。由于 θ 的真实值 θ0 是未知的，我们也无法
确定 MSE(θ0; T1) 和 MSE(θ0; T2) 中哪个更小。

之后我们会讨论估计量的最优性准则以及如何找到最优估计量。现在我们先讨论几种寻找直观上
合理的估计量的方法，并比较它们的均方误差。

实际上估计量 T  的均方误差可以分解为两项：

MSE(θ; T ) = varθ T + (EθT − g(θ))
2

（可自行验证）

这个分解中的两项都是非负的。因此，均方误差只有在两项都较小时才会较小。如果第二项为 0
，则估计量被称为无偏的, 叫无偏估计量。

约定

我们倾向于选择在所有参数值 θ 上均具有较小均方误差 (MSE) 的估计量。

均方误差

5 / 5


	均方误差
	例 均匀分布


