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第一章引言
统计学在概率论起作用的场景下,研究利用随机模型对可观测现象进行建模，并分析其产生数
据的方式：常用的方法有估计模型参数、构造置信区间以及假设检验.

在这份讲义中，我们将探讨各种估计和检验方法，考察它们的理论性质，并探讨不同的最优
性概念.

一些符号和模型假设

数据由测量值（观测值）x1, … ,xn 组成，这些值被视为随机变量 X1, … ,Xn 的实现.在大部
分内容中，Xi 是(一维)实值变量，即 Xi ∈ R（i = 1, … ,n），尽管我们也会考虑向量值观测
的一些扩展.

1.1 光速例子

费佐和傅科在1849年和1850年分别开发了估计光速的方法，这些方法后来被纽康和迈克尔逊
改进.基本思想是让光从一个快速旋转的镜子反射到固定镜子上，再返回到旋转镜子.通过结合
旋转镜子的速度、光程距离和返回时光的位移，可以估计光速.
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图1
数据来源于纽康对光从实验室到华盛顿纪念碑镜子再返回实验室的光程时间的测量：

三天的测量结果如下表所示：

距离：7.44373公里
连续三天的66次测量

第一次测量：0.000024828秒 = 24828 纳秒

数据集中记录的是相对于24800纳秒的偏差值



可以通过均值、中位数或Huber估计（如下所述）的方法分别估算光速.对于三天的单独测量以
及三天的综合数据，这些估计的结果如下：

方法 第一天 第二天 第三天 总体数据

均值 21.75 28.55 27.85 26.21

中位数 25.5 28 27 27

Huber估计 25.65 28.40 27.71 27.28

表 1

“哪个估计是‘最佳’的”是我们讲义探讨的主题之一.

1.2 统计模型和分布函数



观测值的集合记为 X = {X1, … ,Xn}.X 的分布记为 P，通常是未知的.我们定义统计模型为:

统计模型的解释是：观察值 X 的所有可能的概率分布的集合. 通常，观察值由“子观察值”组
成，X = (X1, … ,Xn) 是一个随机向量. 当变量 X1, … ,Xn 对应于相同实验的独立重复时，我
们称之为样本. 这时，变量 X1, … ,Xn 是独立同分布的，它们的联合分布完全由相同的边际分
布决定. 在这种情况下，X = (X1, … ,Xn) 的统计模型可以通过子观察值 X1, … ,Xn 的一组
（边际）概率密度函数来描述 (因为每一个都是独立同分布, 一定要用联合分布可能显得麻烦
了).

这一分布，即X的分布，用P表示.对于X ∈ R，X的分布函数表示为：

请注意，分布函数F决定了分布P，反之亦然.

进一步的模型假设则涉及对 P  的建模.我们将模型写为 P ∈ P，其中 P 是一组概率测度，称为
模型类.通常，P 中的分布以某个参数（例如 θ）在某参数空间（例如 Θ）内的取值作为指标.

这样，我们可以如下表示 P = {Pθ : θ ∈ Θ}，并且我们说真实分布 P = Pθ 对于某个 θ ∈ Θ.此
时，θ 通常称为“真参数”.

参数空间 Θ 可能是高维的，甚至是无限维的.

通常，人们只对参数的某一特定方面感兴趣.我们将关注的参数的某一方面写为 γ := g(θ)，其
中 g : Θ → Γ 是一个定义在某空间 Γ 上的函数.

1.3 例子：位置模型

以下例子非常重要, 会多次用来说明后续的概念.

令X为实值变量，位置模型定义为

其中 F0 是一组给定的分布函数集合.

统计模型

统计模型是给定样本空间上一组概率分布的集合.

分布函数

F(⋅) = P(X ≤ ⋅)

位置模型

P := {Pθ(X ≤ ⋅) := F0(⋅ − μ), θ := (μ,F0),μ ∈ R,F0 ∈ F0}



如果期望存在，我们将 F0 中的分布中心化为零均值.

此时，Pμ,F0  的均值为 μ.我们称 μ 为位置参数.通常，仅 μ 是感兴趣的参数，而 F0 是所谓的无
关参数（nuisance parameter）. 在这种情况下，按照我们之前提到的表达方法, g (μ,F0) = μ.

接下来让我们举几个 F0 的例子.

对称分布类

正态分布有限维类

因此，位置模型可表示为

Xi = μ + ϵi, i = 1, … ,n

其中 ϵ1, … , ϵn 独立同分布，并且在模型(1.2)下对称分布但其他关于分布的信息未知，而在模
型(1.3)下服从方差未知的 N (0,σ2) 分布.

1.4 一些统计模型的其他例子

例子 1.4.1 泊松分布

保险公司

一个感兴趣的参数的某一方面可能是某天至少有4个索赔的概率：

F0类的一个例子是对称分布类：

这是一个无限维集合，因为它并非由有限维参数表示.因此，我们称F0为无限维参数.

F0 := {F0(x) = 1 − F0(−x), ∀x}. (1.2)

一个有限维模型的例子是：

其中Φ是标准正态分布函数.

F0 := {Φ(⋅/σ) : σ > 0} (1.3)

考虑一家小型保险公司.令X表示某天的索赔数量.此时可能的模型是泊松模型，假设X服
从参数为θ > 0的泊松分布：

Pθ(X = x) =
θx

x!
e−θ,x = 0, 1, 2, …

γ = Pθ(X ≥ 4)
= 1 − Pθ(X ≤ 3)

= 1 − (1 + θ +
θ2

2
+

θ3

3!
)e−θ

:= g(θ).



假设我们观测了 n = 200 天的索赔数量 X1, … ,Xn.
θ 的一个可能的也是很直观的估计量是样本均值 X̄ := ∑n

i=1 Xi/n.
对于 γ，我们可以使用“代入”原则，即将 X̄ 代入 g 函数中的 θ.
这样，g(X̄) 作为 g(θ) 的估计量记为 γ̂ := g(X̄).

以下是一个数据例子：

xi 天数

0 100

1 60

2 32

3 8

≥ 4 0

观测到的平均值为 x̄ = 0.74，那么估计的 Pθ(X ≥ 4) 为 0.00697.

例子 1.4.2 帕累托分布

收入分布

这是一个帕累托分布的密度，常用于建模收入分布.参数 θ 有时称为帕累托指数.

这个时候分布的模型类可以表示为：

P = {Pθ :
dPθ

dν
= pθ}

一个感兴趣的参数是基尼系数（Gini index），它描述了收入不平等.
在 θ ≥ 1 的情况下定义为 γ(θ) = 1/(2θ − 1).
当 θ = 1 时，基尼系数为 G(1) = 1，表示完全收入不平等.

例子 1.4.3 分类问题

糖尿病概率

假设 X 的密度函数（相对于 Lebesgue 测度 ν）为：

pθ(x) = θ(1 + x)−(1+θ), x > 0

其中 θ > 0 是未知参数.

设 X = (Y ,Z)，其中 Z 表示体重指数（BMI），Z ∈ R，Y ∈ {0, 1} 是一个指标参数,表示
是否患有糖尿病.

假设模型为：

Pθ(Y = 1 ∣ Z = z) = θ(z), z ∈ R



可见这里参数空间是 ∞ 维的.

一个感兴趣的参数是：

γ := θ−1 ( 1
2
),

即满足以下条件的最小值 γ：

Pθ(Y = 1 ∣ Z = z) ≥
1
2

, z ≥ γ

例子 1.4.4 社交网络

个体联系

如果社区的数量已知（设为 M），但没有进一步信息，则参数空间为：

Θ = {(β1, … ,βM , δ) ∈ [0, 1]M+1, M}

其中 M 是所有人所属社区的所有可能性的集合.

共有 M p 种可能的人员社区配置，因此 |M| = M p.
当 p 较大时，这是一个极为复杂的参数空间.

备注：通常我们只能观测到 X (人际关系)的一个实现, 不太可能有多个数据，即样本数量
n = 1.

例子 1.4.5 因果模型

发现地区参数的因果关系

其中

θ(⋅) ∈ Θ := {所有递增函数 θ : R → [0, 1]}

考虑 p 个个体，他们之间可能存在或不存在联系.如果存在联系，我们称他们为朋友，或
者说他们之间有连接.

令 X 为 p × p 的矩阵 X = (Xj,k)，用于编码连接关系：

对于 j ≠ k，

Xj,k := {

"随机块模型"（stochastic block model）假设 {Xj,k : j < k} 是独立的，且

Pθ (Xj,k = 1) = {

1 如果 j 和 k 之间有连接
0 否则

βm 如果 j 和 k 属于同一社区 m
δ 如果 j 和 k 属于不同社区



如果假设（为简单起见）噪声分布已知，则参数空间为：

Θ := {所有排列 π 和结构关系 (f2, … , fp)}

一个感兴趣的参数是因果图.
一个具体形式是将结构关系建模为线性关系：

fj (z1, … , zj−1, εj) = βj,1z1 + ⋯ + βj,j−1zj−1 + εj, j = 2, … , p

其中 {βj,k} 是未知系数.

第二章参数估计

2.1 什么是估计量？

回忆一下，数据由观测值 X = (X1, … ,Xn) 组成，其分布部分未知.
参数是未知分布的某个方面.
我们通常假设 X1, … ,Xn 是随机变量 X 的独立同分布 (i.i.d.) 副本，其中 X 的分布为
Pθ ∈ {Pϑ : ϑ ∈ Θ}.
构造估计量的目的是估计某个未知参数 γ.其形式定义如下：

估计量也被称为统计量或决策量.
T  不允许依赖未知参数的原因是，估计量在实际应用中应该只依赖数据进行计算.
我们经常用相同的符号 T  来表示估计量 T (X)（即，我们写作 T = T (X)，省略了参数 X）和
函数 T = T (⋅).

2.2 经验分布函数

令 X1, … ,Xn 为实值观测值.非参数估计量的一个例子是经验分布函数：

假设 X = (Z1, … ,Zp) ∈ R
p 是一个 p 维随机变量，例如 Z1 表示降雨量，Z2 表示茶叶消

费量，Z3 表示高个子人数，Z4 表示山峰高度，等等，这些数据来自某个国家的某个特定
地区.因果模型旨在找出哪些变量是因，哪些是果.

结构关系模型为：

Zπ(j) = fj (Zπ(1), … ,Zπ(j−1), ϵj), j = 2, … , p

其中 π 是 1, … , p 的一个排列，ϵj 是不可观测的噪声，fj 是部分未知的函数.

估计量

估计量 T (X) 是某个给定（可测）函数 T (⋅) 在观测值 X 上的取值.
函数 T (⋅) 不允许依赖未知参数.

经验分布函数



这是理论分布函数

F(⋅) := P(X ≤ ⋅)

的一个估计量.

大多数估计量是根据所谓的"插入"原则（plug-in principle, 或 Einsetzprinzip）构造的.即，感
兴趣的参数 γ 被写作 γ = Q(F)，其中 Q 是某个给定的映射.然后将经验分布函数 F̂n "插入", 作

为真实分布的一种"替代"，得到可以用来估计 γ = Q(F) 的估计量 T := Q(F̂n).

（然而我们注意到可能会出现问题，例如 Q(F̂n) 可能无法定义 ......）.

2.3 关于位置模型的一些估计量

在第 1.3 节的位置模型中，可以考虑以下 μ 的估计量 μ̂（以及其他估计量）：

μ̂1 :=
1
n

n

∑
i=1

Xi

注意，μ̂1 最小化平方损失 1

n

∑
i=1

(Xi − μ)2

即

可以证明，当模型 (1.3) 成立时（即 X1, … ,Xn 是独立同分布的 N (μ,σ2) 随机变量），μ̂1 是
一个“好”的估计量.当模型 (1.3) 不成立，特别是存在离群值（过大或“错误”的观测值）时，我
们就需要使用更稳健的估计量.

其中 X(1) ≤ ⋯ ≤ X(n) 为顺序统计量.注意，μ̂2 最小化绝对损失

F̂n(⋅) :=
1
n

# {Xi ≤ ⋅, 1 ≤ i ≤ n}

均值

μ̂ = arg min
μ∈R

n

∑
i=1

(Xi − μ)2. (2.1)

（样本）中位数

中位数

μ̂2 := {
X((n+1)/2)  当 n 为奇数时 

{X(n/2) + X(n/2+1)}/2  当 n 为偶数时 



n

∑
i=1

|Xi − μ|

μ̂3 := arg min
μ∈R

n

∑
i=1

ρ (Xi − μ)

其中

ρ(x) = { }

k > 0 是一个给定的阈值.

对于某些 0 < α < 1，定义为

μ̂4 :=
1

n − 2[nα]

n−[nα]

∑
i=[nα]+1

X(i)

上述估计量 μ̂1, … , μ̂4 是 μ 的"插入"估计量.

结合之前说的, 给分布一个映射以聚焦于我们关心的参数,我们定义以下映射：

Q1(F) := ∫ xdF(x)（F  的均值, 期望或重心），

Q2(F) := F −1(1/2)（F  的中位数），

Q3(F) := arg minμ ∫ ρ(⋅ − μ)dF ,

以及 Q4(F) := 1
1−2α ∫ F −1(1−α)

F −1(α) xdF(x).

则 μ̂k 对应于 Qk (F̂n), k = 1, … , 4. 是对于几种不同的关心的参数的估计 (量).

这几种估计量对于分布是否对称有不同的意义:
如果模型 (1.2) 成立（即 F  关于 μ 对称），则 μ̂1, … , μ̂4 都是 μ 的估计量. 直观来说可以想象
一个对称分布的期望, 中位数, Huber 数, α-截断的图像所在, 容易发现这是重叠的.

如果对称模型假设不成立，则每个 Qk (F̂n) 仍是 Qk(F) 的一个估计量（假设后者存在），但

Qk(F) 可能就是 F  的不同方面了.

2.4 如何构造估计量

2.4.1 "插入"估计量

对于实值观测，可以定义分布函数

F(⋅) = P(X ≤ ⋅)

Huber 估计量1

x2  如果 |x| ≤ k

k(2|x| − k)  如果 |x| > k

α-截断均值



之前就讲到了分布函数的一个估计量是经验分布函数, 现在我们换一种方式表达经验分布:

注意，当仅知道 F̂n 时，可以据此构建顺序统计量 X(1) ≤ … ≤ X(n)，因为我们的经验分布函
数会在每一个数据点的地方跳跃一下,但同样显然的是我们不能还原原始数据 X1, … ,Xn.

不过到底能不能还原原始数据并不是一件重要的事情.事实上，数据的排列顺序不携带关于分
布 P  的信息.换句话说，一个“合理的” 2 估计量 T = T (X1, … ,Xn) 仅通过样本的顺序统计量
(X(1), … ,X(n)) 依赖于样本（即，重新排列数据不应影响 T  的值）.

由于可以从经验分布 F̂n 确定这些顺序统计量，我们可以得出结论，任何“合理的”估计量 T  都
可以表示为 F̂n 的一个函数：

T = Q(F̂n),其中 Q 是某个映射.

类似地，分布函数 Fθ := Pθ(X ≤ ⋅) 完全刻画了分布 Pθ.
因此，参数可以表示为 Fθ 的一个函数：

γ = g(θ) = Q (Fθ).

如果映射 Q 在所有 Fθ 和 F̂n 上都定义，则称 Q(F̂n) 是 Q (Fθ) 的一个"插入"估计量.

这一思想并不限于一维情况.对于任意观测空间 X，定义经验测度

P̂n =
1
n

n

∑
i=1

δXi

其中 δx 是"点质量"在 x 的一个 Dirac 测度.经验测度在每个观测值上赋予"质量" 1/n.这实际上是
X = R 的推广，因为经验分布函数 F̂n 在每个观测值处跃升，跃升高度等于该值的观测次数
（如果所有 Xi 不同，则每一个的跃升高度都为 1/n）.与实值情况类似，如果映射 Q 在所有

Pθ 和 P̂n 上都定义，则称 Q(P̂n) 是 Q (Pθ) 的一个"插入"估计量.

需要强调的是，通常 γ = g(θ) 作为 Pθ 的函数 Q 的表示形式并不唯一，即可以有多种选择 Q.
每种选择通常会导致不同的估计量.

此外，假设 Q 在 P̂n 上有定义这一前提也常常不一定满足.有时可以将映射 Q 修改为 Qn，使其

在某种意义上对大样本 n 逼近 Q.此时，修正后的"插入"估计量形式为 Qn (P̂n).

2.4.2 矩估计法

设 X ∈ R，假设感兴趣的参数是 θ 本身，并且 Θ ⊂ Rp.

经验分布 (示性函数表达)

F̂n(⋅) =
1
n

n

∑
i=1

1 {Xi ≤ ⋅}



设 X 的前 p 阶矩（假设存在）为 μ1(θ), … ,μp(θ)，即
μj(θ) = EθX

j = ∫ xjdFθ(x), j = 1, … , p. 说到矩我们常常会说原点矩和中心矩两种, 这里的
矩特指的是原点矩, 之后不再赘述.

我们还假设映射: m : Θ → R
p.由下式定义: m(θ) = [μ1(θ), … ,μp(θ)]

并且该映射在所有 [μ1, … ,μp] ∈ M（假设集合）上存在逆映射
m−1 (μ1, … ,μp).

我们用样本矩来估计 μj，即
μ̂j := 1

n
∑n

i=1 X
j
i = ∫ xjdF̂n(x), j = 1, … , p.

当 [μ̂1, … , μ̂p] ∈ M 时，可以将其代入，得到估计量
θ̂ := m−1 (μ̂1, … , μ̂p).

例子 2.4.1 矩估计法在负二项分布中的应用

设 X 服从具有已知参数 k 和未知成功概率 θ ∈ (0, 1) 的负二项分布：

Pθ(X = x) = (k + x − 1
x

)θk(1 − θ)x, x ∈ {0, 1, …}

这是在独立试验中达到第 k 次成功之前失败的次数的分布，其中每次试验成功的概率为 θ.其期
望为

Eθ(X) = k
(1 − θ)

θ
:= m(θ)

因此m−1(μ) = k
μ+k
，

矩估计量为

θ̂ =
k

X̄ + k
=

nk

∑n
i=1 Xi + nk

=
成功次数

试验次数

例子 2.4.2 矩估计法在帕累托分布中的应用

假设 X 的密度函数为pθ(x) = θ(1 + x)−(1+θ), x > 0，

其对应的勒贝格测度，且 θ ∈ Θ ⊂ (0, ∞)（见例子 1.4.3）.

当 θ > 1 时，EθX = 1
θ−1 := m(θ)，

其逆映射为m−1(μ) = 1+μ

μ
.

因此，矩估计量为θ̂ = 1+X̄

X̄
.

然而，当 θ < 1 时，期望 EθX 不存在，因此当 Θ 包含 θ < 1 的取值时，矩估计法可能不是一
个好的选择.我们将从后面的章节看到最大似然估计不会有这个问题.

2.4.3 似然方法



假设 P := {Pθ : θ ∈ Θ} 被一个 σ -有限测度 ν 主导.
我们将密度函数表示为

pθ :=
dPθ

dν
, θ ∈ Θ

现在我们将证明最大似然是一种也是一种替代估计法.
首先，如上所述，MLE 最大化对数似然.
当然，我们可以通过 1/n 对对数似然进行归一化, 这完全不影响最后的解：

将 (2.2) 中的平均值 ∑n
i=1 log pϑ (Xi)/n 替换为其理论对应值 Eθ log pϑ(X)，得到

arg max
ϑ∈Θ

Eθ log pϑ(X)

似然函数

似然函数（基于数据 X = (X1, … ,Xn)）是一个函数 LX : Θ → R，其定义为

LX(ϑ) :=
n

∏
i=1

pϑ (Xi), ϑ ∈ Θ

最大似然估计量（MLE）

θ̂ := arg max
ϑ∈Θ

LX(ϑ)

注释

注释 我们用符号 ϑ 表示似然函数中的变量，而用稍微不同的符号 θ 表示我们希望估计的
参数.然而，通常的习惯是对两者使用相同的符号（如在 1.2 和 2.3 节脚注中已经提到）.但
在理论发展中，使用不同的符号是必要的.

注释 或者，我们可以将 MLE 写为对对数似然的最大化：

θ̂ = arg max
ϑ∈Θ

logLX(ϑ) = arg max
ϑ∈Θ

n

∑
i=1

log pϑ (Xi)

对数似然通常在数学上更易处理.例如，如果密度函数是可微的，可以通过设置导数为零
来得到最大值，并且求和比求积更易于微分.

注释 似然函数可能有局部最大值, 所以仅仅求一阶导看到一个解就认为其是 MLE 是不恰
当的.此外，MLE 并不总是唯一的，甚至可能不存在（例如，当似然函数无界时）.

θ̂ = arg max
ϑ∈Θ

1
n

n

∑
i=1

log pϑ (Xi) (2.2)



这确实等于我们试图估计的参数 θ：

证明. 由不等式 logx ≤ x − 1,x > 0，对所有 ϑ ∈ Θ 有

Eθ log
pϑ(X)
pθ(X)

≤ Eθ(
pϑ(X)
pθ(X)

− 1) = 0

2.4.4 最大似然估计法 (MLE) 的例子

例子 2.4.3 Pareto 分布的 MLE

假设 X 的密度为

pθ(x) = θ(1 + x)−(1+θ), x > 0

相对于 Lebesgue 测度，其中 θ ∈ Θ = (0, ∞).则有

将基于 n 个观测值的对数似然函数的导数设为零并求解：

（可以验证这是全局最大值.）

例子 2.4.4 某些位置/尺度模型的 MLE

令 X ∈ R，且 θ = (μ,σ2)，其中 μ ∈ R 为位置参数，σ > 0 为尺度参数.

假设 X 的分布函数为

Fθ(⋅) = F0 (
⋅−μ

σ
),

其中 F0 是相对于 Lebesgue 测度的给定分布函数，其密度为 f0.因此，X 的密度为

pθ(⋅) = 1
σ
f0 (

⋅−μ

σ
).

情况 1 若 F0 = Φ（标准正态分布函数），则

引理 2.4.1

我们有

θ = arg max
ϑ∈Θ

Eθ log pϑ(X).

log pϑ(x) = logϑ − (1 + ϑ) log(1 + x)
d

dϑ
log pϑ(x) =

1
ϑ

− log(1 + x)

n

θ̂
−

n

∑
i=1

log (1 + Xi) = 0

⇒θ̂ =
1

{∑n
i=1 log (1 + Xi)}/n



f0(x) = ϕ(x) =
1

√2π
exp [−

1
2
x2], x ∈ R

因此

pθ(x) =
1

√2πσ2
exp [−

1
2σ2 (x − μ)2], x ∈ R

μ 和 σ2 的 MLE 为 (注意这里方差的 MLE 的系数是 1/n)

μ̂ = X̄, σ̂2 =
1
n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2

情况 2 （标准化）双指数分布或拉普拉斯分布的密度为

f0(x) =
1

√2
exp[−√2|x|], x ∈ R

因此

pθ(x) =
1

√2σ2
exp[−

√2|x − μ|
σ

], x ∈ R

μ 和 σ 的 MLE 分别为

μ̂ =样本中位数, σ̂ =
√2
n

n

∑
i=1

Xi − μ̂

例子 2.4.5 一个 MLE 不存在的例子

以下是 Kiefer 和 Wolfowitz (1956) 提出的一个著名例子，其中似然函数无界，因此 MLE 不存
在.

该例涉及两个正态分布的混合：每个观测值或服从 N (μ, 1)，或服从 N (μ,σ2)，两者的概率均
为 1/2.

未知参数为 θ = (μ,σ2)，X 的密度为

pθ(x) =
1
2
ϕ(x − μ) +

1
2σ

ϕ((x − μ)/σ), x ∈ R

相对于 Lebesgue 测度.

于是

LX (~μ, ~σ2) =
n

∏
i=1

( 1
2
ϕ (Xi − ~μ) +

1
2~σ

ϕ ((Xi − ~μ)/~σ))

令 ~μ = X1，则有

LX (X1, ~σ2) =
1

√2π
( 1

2
+

1
2~σ
)

n

∏
i=2

( 1
2
ϕ (Xi − X1) +

1
2~σ

ϕ ((Xi − X1)/~σ))∣ ∣



由于对于所有 z ≠ 0 有

lim
~σ↓0

1
~σ
ϕ(z/~σ) = 0

因此

lim
~σ↓0

n

∏
i=2

( 1
2
ϕ (Xi − X1) +

1
2~σ

ϕ ((Xi − X1)/~σ)) =
n

∏
i=2

1
2
ϕ (Xi − X1) > 0

于是有lim~σ↓0 LX (X1, ~σ2) = ∞.

2.5 基于似然的渐近检验和置信区间

本节是对第 14 章内容的前瞻.假设 Θ 是 Rp 的一个开子集.定义对数似然比

Z(X, θ) := 2{logLX(θ̂) − logLX(θ)}

注意 Z(X, θ) ≥ 0，因为 θ̂ 是（对数）似然函数的最大化点.我们将在第 14 章看到，在某些正
则性条件下，

Z(X, θ) χ2
p, ∀θ

这里，“  ”表示在 Pθ 下的分布收敛，χ2
p 表示具有 p 个自由度的卡方分布.

我们称 Z(X, θ) 是一个渐近枢轴量：其渐近分布不依赖于未知参数 θ.

对于零假设 H0 : θ = θ0，

一个渐近显著性水平为 α 的检验是：当 Z (X, θ0) > χ2
p(1 − α) 时拒绝 H0，其中 χ2

p(1 − α) 是
χ2
p 分布的 (1 − α) 分位数.一个渐近 (1 − α) 的 θ 的置信集是

例子 2.5.1 正态分布的似然比

以下是一个简单的例子.令 X 服从 N (μ, 1) 分布，其中 μ ∈ R 为未知参数. μ 的 MLE 是样本均值
μ̂ = X̄.

有

logLX(μ̂) = −
n

2
log(2π) −

1
2

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2

并且

2{logLX(μ̂) − logLX(μ)} = n(X̄ − μ)2

Dθ−→

Dθ

−→

{θ : Z(X, θ) ≤ χ2
p(1 − α)}

= {θ : 2 logLX(θ̂) ≤ 2 logLX(θ) + χ2
p(1 − α)}



随机变量 √n(X̄ − μ) 在 Pμ 下服从 N (0, 1) 分布.因此，其平方 n(X̄ − μ)2 服从 χ2
1 分布.因此，

在这种情况下，上述检验（或置信区间）是精确的.

第三章插曲：分布理论

3.1 条件分布

回忆条件概率的定义：对于两个集合 A 和 B，若 P(B) ≠ 0，则给定 B 的条件下 A 的条件概率
定义为：

P(A ∣ B) :=
P(A ∩ B)
P(B)

由此可得：

P(B ∣ A) = P(A ∣ B)
P(B)

P(A)

并且，对于一个分割 {Bj}1，有P(A) = ∑j P (A ∣ Bj)P (Bj).

现在考虑两个随机向量 X ∈ Rn 和 Y ∈ Rm.设 (X,Y ) 的密度为 fX,Y (⋅, ⋅)（假设存在相对于
Lebesgue 测度的密度）.

X 的边缘密度为：fX(⋅) = ∫ fX,Y (⋅, y)dy

Y  的边缘密度为：fY (⋅) = ∫ fX,Y (x, ⋅)dx

1{Bj} 是一个分割，若对于所有 j ≠ k 有 Bj ∩ Bk = ∅，且 P (∪jBj) = 1.

因此，有：

fY (y ∣ x) = fX(x ∣ y)
fY (y)

fX(x)
, (x, y) ∈ R

n+m

以及：

fX(x) = ∫ fX(x ∣ y)fY (y)dy,x ∈ R
n

定义 3.1.1

给定 Y = y，X 的条件密度为：

fX(x ∣ y) :=
fX,Y (x, y)

fY (y)
,x ∈ R

n

定义 3.1.2

设 g : Rn × R
m → R 是某个函数.给定 Y = y，g(X,Y ) 的条件期望定义为：



因此注意到：

E [g1(X)g2(Y ) ∣ Y = y] = g2(y)E [g1(X) ∣ Y = y]

记号 我们定义随机变量 E[g(X,Y ) ∣ Y ] 为：

E[g(X,Y ) ∣ Y ] := h(Y )

其中 h(y) 是函数 h(y) := E[g(X,Y ) ∣ Y = y].

引理 3.1.1 迭代期望引理

证明

定义：

h(y) := E[g(X,Y ) ∣ Y = y]

则：

3.2 多项分布

在一项调查中，人们被询问对某一政治问题的看法.令 X 为赞成的回答数，Y  为反对的回答
数，Z 为不确定的回答数.调查总人数为 n = X + Y + Z.我们将投票视为有放回的样本，其中
p1 = P（赞成），p2 = P（反对），p3 = P（不确定），满足 p1 + p2 + p3 = 1.则：

P(X = x,Y = y,Z = z) = ( n

xyz
)px1p

y

2p
z
3, (x, y, z) ∈ {0, … ,n},x + y + z = n

其中：

( n

xy
) :=

n!
x!y!z!

称为多项式系数.

引理 3.2.1

E[g(X,Y ) ∣ Y = y] := ∫ fX(x ∣ y)g(x, y)dx

有：

E[E[g(X,Y ) ∣ Y ]] = Eg(X,Y )

Eh(Y ) = ∫ h(y)fY (y)dy = ∫ E[g(X,Y ) ∣ Y = y]fY (y)dy

= ∬ g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy = Eg(X,Y )



证明 对于 x ∈ 0, … ,n，有：

其中： nk := n!
n1!⋯nk! .

例子 3.2.1 直方图

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的随机变量，X ∈ R，其分布为 F .

设 −∞ = a0 < a1 < ⋯ < ak−1 < ak = ∞.定义对于 j = 1, … , k：

则 (N1, … ,Nk) 服从 Multinomial (n, p1, … , pk) 分布.

3.3 泊松分布

X 的边缘分布是 Binomial (n, p1) 分布.

P(X = x) =
n−x

∑
y=0

P(X = x,Y = y,Z = n − x − y)

=
n−x

∑
y=0

px1p
y
2(1 − p1 − p2)n−x−y

= (n
x
)px1

n−x

∑
y=0

(n − x

y
)py2(1 − p1 − p2)n−x−y

= (n
x
)px1(1 − p1)n−x.

⎛⎜⎝ n

xy

x − x − y

⎞⎟⎠定义 3.2.1

随机向量 (N1, … ,Nk) 具有参数为 n 和 p1, … , pk（且 ∑k
j=1 pj = 1 ）的多项分布，则对

于所有 (n1, … ,nk) ∈ 0, … ,nk 且 n1 + ⋯ + nk = n，有：

P (N1 = n1, … ,Nk = nk) = nk pn1
1 ⋯ p

nk

k

⎛⎜⎝ n

n1

⋯

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ n

n1

⋯

⎞⎟⎠ pj := P (X ∈ (aj−1, aj]) = F (aj) − F (aj−1)
Nj

n
:=

# {Xi ∈ (aj−1, aj]}

n
= F̂n (aj) − F̂n (aj−1)

定义 3.3.1

若随机变量 X ∈ 0, 1, … 具有参数 λ > 0 的泊松分布，则对于所有 x ∈ 0, 1, …，有



（参见例子 1.4.1）.

引理 3.3.1

证明 对于所有 z ∈ 0, 1, …，有

引理 3.3.2

证明 首先注意到 Z 服从 Poisson (λ+) 分布，其中 λ+ := ∑n
i=1 λi.因此，对于所有

(x1, … ,xn) ∈ 0, 1, … , zn，满足 ∑n
i=1 xi = z，有：

3.4 两个随机变量最大值的分布

设 X1 和 X2 独立且均服从分布 F .假设 F  对 Lebesgue 测度具有密度 f.

P(X = x) = e−λ λ
x

x!

假设 X 和 Y  独立，且 X 服从 Poisson(λ) 分布，Y  服从 Poisson(μ) 分布.则 Z := X + Y

服从 Poisson(λ + μ) 分布.

P(Z = z) =
z

∑
x=0

P(X = x,Y = z − x)

=
z

∑
x=0

P(X = x)P(Y = z − x)

=
z

∑
x=0

e−λ λ
x

x!
e−μ μz−x

(z − x)!

= e−(λ+μ) 1
z!

z

∑
x=0

(z
x
)λxμz−x

= e−(λ+μ) (λ + μ)z

z!

设 X1, … ,Xn 是独立的，并且（对于 i = 1, … ,n），Xi 服从 Poisson (λi) 分布.定义
Z := ∑n

i=1 Xi.令 z ∈ 0, 1, ….则给定 Z = z 时，(X1, … ,Xn) 的条件分布是参数为 z 和
p1, … , pn 的多项分布，其中

pj =
λj

∑n
i=1 λi

, j = 1, … ,n

P (X1 = x1, … ,Xn = xn ∣ Z = z) =
P (X1 = x1, … ,Xn = xn)

P(Z = z)

=
∏n

i=1 (e−λiλxi

i /xi!)

e−λ+λz
+/z!

= ( z

x1 ⋯xn

)( λ1

λ+
)

x1

⋯( λn

λ+
)

xn

.



定义：

Z := max {X1,X2}

引理 3.4.1

证明 对于所有 z，有：

若 F  具有密度 f，则（Lebesgue）几乎处处，f(z) = d
dz
F(z).

因此，F 2 的导数几乎处处存在，且 d
dz
F 2(z) = 2F(z)f(z)

Z = z 时，X1 的条件分布函数为：

FX1 (x1 ∣ z) = {

因此注意到，该分布在 z 处有大小为 1
2  的跳跃.

第 4章 完备性与指数族
在本章中，我们将数据记为 X ∈ X .（在具体例子中，X 通常被替换为 X = (X1, … ,Xn)，其
中 X1, … ,Xn 是 X 的独立同分布样本.）我们假设 X 的分布为 P ∈ {Pθ : θ ∈ Θ}.

4.1 完备性

设 S : X → Y 是一个给定的映射.我们考虑统计量 S = S(X).在整个讨论中，我们都会经常用到
一个用语:“对于所有可能的 s”, 这表示对于定义了 S = s 的条件分布的所有 s（换句话说，对于
S 的分布的支持中所有可能的 s，当然其支持可能依赖于 θ）.

例子 4.1.1 完备性与伯努利试验

Z 的分布函数为 F 2.此外，Z 的密度为：

fZ(z) = 2F(z)f(z), z ∈ R

P(Z ≤ z) = P (max {X1,X2} ≤ z)

= P (X1 ≤ z,X2 ≤ z) = F 2(z)

F(x1)
2F(z) , x1 < z

1, x1 ≥ z

定义 4.1.1

如果对于所有 θ 和所有可能的 s，条件分布

Pθ(X ∈ ⋅ ∣ S(X) = s)

不依赖于 θ，我们称 S 对于 θ ∈ Θ 是完备的.



设 X = (X1, … ,Xn)，其中 X1, … ,Xn 独立同分布，服从伯努利分布，成功概率为 θ ∈ (0, 1)

：对于 i = 1, … ,n，

Pθ (Xi = 1) = 1 − Pθ (Xi = 0) = θ

取 S = ∑n
i=1 Xi.则 S 对于 θ 是完备的：

对于所有可能的 s，

Pθ (X1 = x1, … ,Xn = xn ∣ S = s) =
1

(n
s
)

,
n

∑
i=1

xi = s

例子 4.1.2 完备性与泊松分布

设 X := (X1, … ,Xn)，其中 X1, … ,Xn 独立同分布且服从泊松分布 Poisson(θ).取
S = ∑n

i=1 Xi.则 S 服从泊松分布 Poisson(nθ).对于所有可能的 s，X 在给定 S = s 条件下的条
件分布为参数为 s 和 (p1, … , pn) = ( 1

n
, … , 1

n
) 的多项分布：

Pθ (X1 = x1, … ,Xn = xn ∣ S = s) = (
s

x1, … ,xn

)
n

∏
i=1

p
xi

i

由于此分布不依赖于 θ，所以 S 对于 θ 是完备的.

例子 4.1.3 完备性与指数分布

设 X1 和 X2 是独立的，且都服从参数为 θ > 0 的指数分布.
例如，X1 的密度为：

fX1(x; θ) = θe−θx,x > 0

取 S = X1 + X2.可以验证 S 的密度为：

fS(s; θ) = sθ2e−θs, s > 0

（这是 Gamma(2, θ) 分布.）对于所有可能的 s，(X1,X2) 在给定 S = s 条件下的条件密度为：
fX1,X2 (x1,x2 ∣ S = s) = 1

s
,x1 + x2 = s.

因此，S 对于 θ 是完备的.

例子 4.1.4 顺序统计量的完备性

设 X1, … ,Xn 是来自连续分布 F  的独立同分布样本.则 S := (X(1), … ,X(n)) 对于 F  是完备
的：对于所有可能的 s = (s1, … , sn)（s1 < … < sn），以及 (x1, … ,xn) = s，

Pθ ((X1, … ,Xn) = (x1, … ,xn) ∣ (X(1), … ,X(n)) = s) =
1
n!

例子 4.1.5 完备性与均匀分布

设 X1 和 X2 独立，且均服从区间 [0, θ] 上的均匀分布，其中 θ > 0.定义 Z := X1 + X2.

引理 随机变量 Z 的密度为：



f_{Z}(z ; \theta)=\left\{\begin{array}{ll} z / \theta^{2} & \text { if } 0 \leq z \leq

证明 首先，假设 θ = 1.则 Z 的分布函数为：

FZ(z)={z2/20≤z≤11−(2−z)2/21≤z≤2F_{Z}(z)=\begin{cases}z^{2} / 2 & 0 \leq z \leq 1 \ 1-
(2-z)^{2} / 2 & 1 \leq z \leq 2\end{cases}

因此，密度为：

fZ(z)={z0≤z≤12−z1≤z≤2.f_{Z}(z)=\left{\begin{array}{ll} z & 0 \leq z \leq 1 \ 2-z & 1 \leq z
\leq 2 \end{array} .\right.

对于一般的 θ，结果由变换 Z ↦ θZ 得到，此变换将 fZ  映射为 fZ(⋅/θ)/θ.

随机变量 (X1,X2) 在给定 Z = z ∈ (0, 2θ) 条件下的条件密度依赖于 θ，因此 Z 对于 θ 不是完备
的.

现在考虑 S := max{X1,X2}.随机变量 (X1,X2) 在给定 S = s ∈ (0, θ) 条件下的条件分布不依
赖于 θ（这里不做证明），因此 S 对于 θ 是完备的.

4.2 内曼分解定理

定理 4.2.1（内曼分解定理）
假设 {Pθ : θ ∈ Θ} 被某个 σ -有限测度 ν 主导.记 pθ := dPθ/dν 为密度函数.那么，当且仅当 pθ
可以写成以下形式时，统计量 S 对于 θ 是充分的：

pθ(x) = gθ(S(x))h(x), ∀x, θ,

其中 gθ(⋅) ≥ 0 和 h(⋅) ≥ 0 是某些函数.

证明（离散情形）
假设 X 只取值于 a1, a2, … ∀θ（因此我们可以取 ν 为计数测度）.令 Qθ 为 S 的分布：

Qθ(s) := ∑
j:S(aj)=s

Pθ (X = aj)

S 给定的条件下 X 的条件分布为：

Pθ(X = x ∣ S = s) =
Pθ(X = x)

Qθ(s)
, S(x) = s.

(⇒) 充分性推出分解形式
若 S 对 θ 充分，上述条件分布不依赖于 θ，仅仅是 x 的一个函数，记为 h(x).因此，对于
S(x) = s，我们可以写为：

Pθ(X = x) = Pθ(X = x ∣ S = s)Qθ(S = s) = h(x)gθ(s),

其中 gθ(s) = Qθ(S = s).

(⇐) 分解形式推出充分性
将 pθ(x) = gθ(S(x))h(x) 代入，可以得到：



Qθ(s) = gθ(s) ∑
j:S(aj)=s

h (aj).

将其代入 Pθ(X = x ∣ S = s) 的公式中：

Pθ(X = x ∣ S = s) =
h(x)

∑j:S(aj)=s h (aj)
,

可以看到这不依赖于 θ.

备注
对于一般情形的证明与此类似，但存在一些微妙之处！

例子 4.2.1 不确定端点的均匀分布的充分性

令 X1, … ,Xn 为独立同分布，且在区间 [0, θ] 上均匀分布.则 X = (X1, … ,Xn) 的密度为：

其中：

gθ(s) :=
1
θn

1{s ≤ θ},

以及：

h (x1, … ,xn) := 1 {0 ≤ min {x1, … ,xn}}.

因此，S = max {X1, … ,Xn} 对 θ 是充分的.

推论 4.2.1

似然函数为 LX(θ) = pθ(X) = gθ(S)h(X).因此，最大似然估计
θ̂ = arg maxθ LX(θ) = arg maxθ gθ(S) 仅依赖于充分统计量 S.

4.3 指数族

定义 4.3.1

一个 k 维指数族是一族分布 {Pθ : θ ∈ Θ}，被某个 σ -有限测度 ν 主导，其密度 pθ = dPθ/dν 具
有以下形式：

pθ (x1, … ,xn) =
1
θn

1 {0 ≤ min {x1, … ,xn} ≤ max {x1, … ,xn} ≤ θ}

= gθ (S (x1, … ,xn))h (x1, … ,xn),



pθ(x) = exp[
k

∑
j=1

cj(θ)Tj(x) − d(θ)]h(x),

其中：

注解

例子 4.3.1 泊松分布

若 X 服从泊松分布 Poisson(θ)，则其密度为：

因此，我们可以取 T (x) = x, c(θ) = log θ, d(θ) = θ.

例子 4.3.2 二项分布

若 X 服从二项分布 Binomial(n, θ)，则其密度为：

Tj(x) 是统计量；
cj(θ) 是参数的函数；

d(θ) 和 h(x) 分别与参数 θ 和样本 x 有关.

1. 在 k 维指数族的情况下，k 维统计量 S(X) = (T1(X), … ,Tk(X)) 是 θ 的充分统计量.
2. 如果 X1, … ,Xn 是从一个 k 维指数族中独立同分布的样本，那么 X = (X1, … ,Xn) 的分
布也属于 k 维指数族，其密度为：

pθ(x) =
n

∏
i=1

pθ (xi) = exp[
k

∑
j=1

ncj(θ)T̄j(x) − nd(θ)]
n

∏
i=1

h (xi),

其中，对于 j = 1, … , k，

T̄j(x) =
1
n

n

∑
i=1

Tj (xi).

因此，S(X) = (T̄1(X), … , T̄k(X)) 对 θ 是充分的.

3. 函数 {Tj} 和 {cj} 并非唯一确定.

pθ(x) = e−θ θ
x

x!

= exp[x log θ − θ]
1
x!

.



因此，我们可以取 T (x) = x, c(θ) = log(θ/(1 − θ)), d(θ) = −n log(1 − θ).

例子 4.3.3 负二项分布

若 X 服从负二项分布 NegBinomial(m, θ)，其中 m 已知，则其密度为：

因此，我们可以取 T (x) = x, c(θ) = log(1 − θ), d(θ) = −m log(θ).

例子 4.3.4 一参数伽马分布

若 X 服从 Gamma(m, θ) 分布，其中 m 已知，则其密度为：

因此，我们可以取 T (x) = x, c(θ) = −θ, d(θ) = −m log θ.

例子 4.3.5 两参数伽马分布

若 X 服从 Gamma(m,λ) 分布，令 θ = (m,λ)，则其密度为：

因此，我们可以取
T1(x) = x,T2(x) = logx, c1(θ) = −λ, c2(θ) = (m − 1), d(θ) = −m logλ + log Γ(m).

pθ(x) = (n
x
)θx(1 − θ)n−x

= (n
x
)( θ

1 − θ
)

x

(1 − θ)n

= (n
x
) exp [x log( θ

1 − θ
)+ n log(1 − θ)].

pθ(x) =
Γ(x + m)

Γ(m)x!
θm(1 − θ)x

=
Γ(x + m)

Γ(m)x!
exp[x log(1 − θ) + m log(θ)].

pθ(x) = e−θxxm−1 θm

Γ(m)

=
xm−1

Γ(m)
exp[−θx + m log θ].

pθ(x) = e−λxxm−1 λm

Γ(m)
= exp[−λx + (m − 1) logx + m logλ − log Γ(m)].



例子 4.3.6 正态分布

若 X 服从 N (μ,σ2) 分布，令 θ = (μ,σ)，则其密度为：

因此，我们可以取
T1(x) = x,T2(x) = x2, c1(θ) = μ/σ2, c2(θ) = −1/ (2σ2), d(θ) = μ2/ (2σ2) + log(σ).

4.4 插曲：随机向量的均值和协方差矩阵

设 Z ∈ Rk 是一个随机向量，那么其均值（如果存在）定义为由 Z 每个分量的均值组成的向
量：

EZ =

Z 的协方差矩阵（如果存在）定义为对称的 k × k 矩阵 Σ，其元素表示 Z 中每一对分量的协方
差：

Σ := EZZ ′ − EZEZ ′ =

其中：

协方差矩阵 Σ 通常记为 Cov(Z).

4.5 指数族的标准形式

在这一节中，我们假设正则性条件（如导数和逆的存在，以及可交换微分与积分次序）.

设 Θ ⊂ Rk，{Pθ : θ ∈ Θ} 是由某 σ -有限测度 ν 主导的一族概率测度.定义其密度为：

pθ :=
dPθ

dν

pθ(x) =
1

√2πσ
exp [−

(x − μ)2

2σ2
]

=
1

√2π
exp [

xμ

σ2 −
x2

2σ2 −
μ2

2σ2 − logσ].

⎛⎜⎝EZ1

⋮
EZk

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ σ2
1 σ1,2 ⋯ σ1,k

σ1,2 σ2
2 ⋯ σ2,k

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

σ1,k σ2,k ⋯ σ2
k

⎞⎟⎠Z ′ 表示 Z 的转置；

σ2
j := var (Zj) 表示 Zj 的方差；

σj1,j2 = cov (Zj1 ,Zj2) 表示 Zj1  与 Zj2  的协方差.



定义

我们称 {Pθ : θ ∈ Θ} 为标准形式的指数族，如果其密度可以写为：

pθ(x) = exp[
k

∑
j=1

θjTj(x) − d(θ)]h(x)

其中，d(θ) 是归一化常数：

d(θ) = log(∫ exp[
k

∑
j=1

θjTj(x)]h(x)dν(x))

我们定义：

ḋ(θ) :=
∂
∂θ

d(θ)

d̈(θ) :=
∂ 2

∂θ∂θ′ d(θ) = ( ∂ 2

∂θj1∂θj2

d(θ))

我们进一步记：

T (X) :=

EθT (X) :=

Covθ(T (X)) := EθT (X)T ′(X) − EθT (X)EθT
′(X)

引理 4.5.1

在正则性条件下：

EθT (X) = ḋ(θ), Covθ(T (X)) = d̈(θ)

d(θ) 的一阶导数为

d(θ) 的二阶导数矩阵为

T (X) 为

⎛⎜⎝T1(X)

⋮
Tk(X)

⎞⎟⎠EθT (X) 为

⎛⎜⎝EθT1(X)

⋮
EθTk(X)

⎞⎟⎠T (X) 的协方差矩阵为



证明

由 d(θ) 的定义，有：

类似地，对 d(θ) 的二阶导数：

4.6 一维情况的重新参数化

我们现在简化为一维情况，即 Θ ⊂ R.考虑一个（不一定是标准形式的）指数族：

pθ(x) = exp[c(θ)T (x) − d(θ)]h(x).

通过重新参数化

θ ↦ c(θ) := γ (记为γ), 

可以将其改写为标准形式：

~pγ(x) = exp [γT (x) − d0(γ)]h(x),

其中当 c 是一一映射时，有

d0(γ) = d (c−1(γ))

因此，

而

varθ(T (X)) = d̈0(γ) =
d̈ (c−1(γ))

[ċ (c−1(γ))]2 −
ḋ (c−1(γ))c̈ (c−1(γ))

[ċ (c−1(γ))]3

ḋ(θ) =
∂
∂θ

log(∫ exp [θ′T (x)]h(x)dν(x))

=
∫ exp [θ′T (x)]T (x)h(x)dν(x)

∫ exp [θ′T (x)]h(x)dν(x)

= ∫ exp [θ′T (x) − d(θ)]T (x)h(x)dν(x)

= ∫ pθ(x)T (x)dν(x) = EθT (X)

d̈(θ) = ∫ TT ′pθdν − (∫ pθTdν)(∫ pθT
′dν)

= EθT (X)T ′(X) − (EθT (X)) (EθT
′(X))

= Covθ(T (X))

EθT (X) = ḋ0(γ) =
ḋ (c−1(γ))

ċ (c−1(γ))
=

ḋ(θ)
ċ(θ)

(4.1)

=
d̈(θ)

[ċ(θ)]2
−

ḋ(θ)c̈(θ)

[ċ(θ)]3

=
1

[ċ(θ)]2
(d̈(θ) −

ḋ(θ)
ċ(θ)

c̈(θ)).



4.7 Score 函数和 Fisher 信息

考虑一个任意的（但满足正则性条件的）密度族 {pθ : θ ∈ Θ}，且为简化 Θ ⊂ R.

定义 4.7.1 Score 函数

sθ(x) :=
d

dθ
log pθ(x).

估计 θ 的 Fisher 信息为：

I(θ) := varθ (sθ(X))

更一般地，估计参数 θ 的可微函数 g(θ) 的 Fisher 信息为 I(θ)/[ġ(θ)]2.

见第 5 章和第 13 章.

引理 4.7.1

在正则性条件下，有

Eθsθ(X) = 0

且

I(θ) = −Eθṡθ(X)

其中 ṡθ(x) := d
dθ
sθ(x).

证明

结果来源于密度函数的积分为 1 这一事实，并假设可以交换微分和积分的顺序：

且

其中，Eθs
2
θ
(X) 等于 varθ sθ(X)，因为 Eθsθ(X) = 0.进一步有：

Eθsθ(X) = ∫ sθ(x)pθ(x)dν(x)

= ∫
d log pθ(x)

dθ
pθ(x)dν(x) = ∫

ṗθ(x)
pθ(x)

pθ(x)dν(x)

= ∫ ṗθ(x)dν(x) =
d

dθ
∫ pθ(x)dν(x) =

d

dθ
1 = 0,

Eθṡθ(X) = Eθ [
p̈θ(X)

pθ(X)
− (

ṗθ(X)

pθ(X)
)

2

]

= Eθ [
p̈θ(X)

pθ(X)
]− Eθs

2
θ(X)



4.8 指数族的 Score 函数

在一维指数族的特殊情况下，概率分布 {Pθ : θ ∈ Θ} 的密度为

pθ(x) = exp[c(θ)T (x) − d(θ)]h(x)

因此，

sθ(x) = ċ(θ)T (x) − ḋ(θ)

由于 Eθsθ(X) = 0，我们得到

EθT (X) =
ḋ(θ)

ċ(θ)

这再次验证了 (4.1).此外，

ṡθ(x) = c̈(θ)T (x) − d̈(θ)

因此，利用不等式 varθ (sθ(X)) = −Eθṡθ(X)，可以推导出

这再次验证了 (4.2).进一步得到

I(θ) = d̈(θ) −
ḋ(θ)

ċ(θ)
c̈(θ)

估计 γ = c(θ) 的 Fisher 信息为

I0(γ) = d̈0(γ) =
I(θ)

[ċ(θ)]2

例子 4.8.1 伯努利分布的标准形式

令 X ∈ {0, 1} 服从伯努利分布，其成功概率为 θ ∈ (0, 1)：

pθ(x) = θx(1 − θ)1−x = exp [x log( θ

1 − θ
)+ log(1 − θ)],x ∈ {0, 1}

重新参数化为

Eθ [
p̈θ(X)

pθ(X)
] = ∫ d2

dθ2
pθ(x)dν(x)

=
d2

dθ2
∫ pθ(x)dν(x)

=
d2

dθ2
1 = 0.

[ċ(θ)]2 varθ(T (X)) = −c̈(θ)EθT (X) + d̈(θ)

= d̈(θ) −
ḋ(θ)

ċ(θ)
c̈(θ)



γ := c(θ) = log( θ

1 − θ
)

这被称为对数赔率比 (log-odds ratio).反转后得到

θ =
eγ

1 + eγ

因此，

d(θ) = − log(1 − θ) = log (1 + eγ) := d0(γ)

因此，

ḋ0(γ) =
eγ

1 + eγ
= θ = EθX

和

d̈0(γ) =
eγ

1 + eγ
−

e2γ

(1 + eγ)2 =
eγ

(1 + eγ)2 = θ(1 − θ) = varθ(X)

Score 函数为

估计成功概率 θ 的 Fisher 信息为

Eθs
2
θ(X) =

varθ(X)

[θ(1 − θ)]2 =
1

θ(1 − θ)

而估计对数赔率比 γ 的 Fisher 信息为

I0(γ) = θ(1 − θ)

4.9 最小充分性

定义 4.9.1

若对于所有 θ，存在常数 c(x, ~x) 使得

Lx(θ) = L~x(θ)c(x, ~x),

则称似然函数 Lx(θ) 和 L~x(θ) 在 (x, ~x) 处是成比例的，记为

Lx(θ) ∝ L~x(θ).

若统计量 S 满足对于所有 x 和 ~x，只要 Lx(θ) ∝ L~x(θ) 就有 S(x) = S(~x)，则称 S 为最小充分
统计量.

sθ(x) =
d

dθ
[x log( θ

1 − θ
)+ log(1 − θ)]

=
x

θ(1 − θ)
−

1
1 − θ

.



例子 4.9.1 正态分布的最小充分统计量

设 X1, … ,Xn 是独立的 N (θ, 1) 分布随机变量，则 S = ∑n
i=1 Xi 是 θ 的充分统计量.此外，

logLx(θ) = S(x)θ −
nθ2

2
−

∑n
i=1 x

2
i

2
− log(2π)/2

因此，

logLx(θ) − logL~x(θ) = (S(x) − S(~x))θ −
∑n

i=1 x
2
i − ∑n

i=1 (~xi)
2

2
,

这仅在 S(x) = S(~x) 时等于某个 c(x, ~x) 的对数.因此，S 是最小充分统计量.

例子 4.9.2 拉普拉斯分布的最小充分统计量

设 X1, … ,Xn 是独立的拉普拉斯分布随机变量，位置参数为 θ.则

logLx(θ) = −(log 2)/2 − √2
n

∑
i=1

|xi − θ|

因此，

logLx(θ) − logL~x(θ) = −√2
n

∑
i=1

(|xi − θ| − |~xi − θ|)

当且仅当 (x(1), … ,x(n)) = (~x(1), … , ~x(n)) 时，上式等于某个 c(x, ~x) 的对数.因此，次序统计量
X(1), … ,X(n) 是最小充分统计量.

第 5 章偏差、方差与 Cramér-Rao 下界

5.1 什么是无偏估计？

设 X ∈ X  是观测值，其分布 P  属于一组分布 {Pθ : θ ∈ Θ}.感兴趣的参数为 γ := g(θ)，其中
g : Θ → R.除本章最后部分外，参数 γ 假设为一维.

令 T : X → R 为 g(θ) 的估计量.

定义 5.1.1

T = T (X) 的偏差为

biasθ(T ) := EθT − g(θ)

若对所有 θ，均有

biasθ(T ) = 0,



则称 T  为无偏估计量.

因此，无偏性意味着没有系统误差：EθT = g(θ).

例子 5.1.1 二项分布中的无偏估计量

设 X ∼ Binomial(n, θ)，其中 0 < θ < 1.则

EθT (X) =
n

∑
k=0

(n
k
)θk(1 − θ)n−kT (k) =: q(θ)

注意 q(θ) 是 θ 的次数不超过 n 的多项式.因此，只有次数不超过 n 的多项式形式的参数 g(θ) 才
能被无偏估计.例如，√θ 或 θ/(1 − θ) 不存在无偏估计量.

例子 5.1.2 泊松分布中的无偏估计量

设 X ∼ Poisson(θ)，则

EθT (X) =
∞

∑
k=0

e−θ θ
k

k!
T (k) =: e−θp(θ).

注意 p(θ) 是关于 θ 的幂级数.因此，仅当参数 g(θ) 是 θ 的幂级数乘以 e−θ 时，才可以无偏估计.
例如，早期失效的概率

g(θ) := e−θ = Pθ(X = 0)

是一个可无偏估计的参数.一个 e−θ 的无偏估计量为

T (X) = 1{X = 0}.

另一个例子是当目标参数为

g(θ) := e−2θ

时，其无偏估计量为

T (X) = {

然而，这个估计量毫无实际意义！

例子 5.1.3 方差的无偏估计量

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 N (μ,σ2) 随机变量，并令 θ = (μ,σ2) ∈ R × R+.定义

+1  若 X 为偶数
−1  若 X 为奇数 



S 2 :=
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2

则 S 2 是 σ2 的无偏估计量.但 S 并不是 σ 的无偏估计量.是否可以构造一个 σ 的无偏估计量？

结论

要求无偏性可能存在以下缺点：

5.2 UMVU（统一最小方差无偏估计量）

定义 5.2.1

估计量 T  的均方误差（Mean Square Error, MSE）定义为：

MSEθ(T ) := Eθ(T − g(θ))2

引理 5.2.1

均方误差可以分解为：

MSEθ(T ) = bias2
θ(T ) + varθ(T )

证明：设 EθT = q(θ)，则

这说明均方误差由两部分组成：平方偏差和方差.这种分解称为偏差-方差分解.通常，减少偏差
会导致方差增加，反之亦然.

例子 5.2.1 正态分布中的估计量

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 N (μ,σ2) 随机变量，参数为 θ := (μ,σ2).

情形 i：目标是估计均值 μ

定义估计量 T := aX̄，其中 0 ≤ a ≤ 1.此时，偏差随 a 减小，而方差随 a 增大：

1. 无偏估计量并不总是存在.

2. 即使存在，它们有时可能毫无意义.
3. 无偏性的性质在进行非线性变换时并不保留.

Eθ(T − g(θ))2 = Eθ(T − q(θ))2

=varθ(T )

+ (q(θ) − g(θ))2

=bias2
θ(T )

+2(q(θ) − g(θ))Eθ(T − q(θ))

=0

.

 





MSEθ(T ) = Eθ(T − μ)2 = (1 − a)2μ2 + a2 σ
2

n

右侧关于 a 的最小值在以下位置取得：

aopt :=
μ2

σ2

n
+ μ2

然而，由于 aopt 依赖于未知参数，因此无法直接用于构造估计量.

情形 ii：目标是估计方差 σ2

定义样本方差：

S 2 :=
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2

已知 S 2 是 σ2 的无偏估计量.我们将其与以下估计量比较：

σ̂2 :=
1
n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2

为了计算这两个估计量的均方误差，回顾以下性质：

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
∼ χ2

n−1

χ2 分布的期望和方差为：

E(
∑n

i=1(Xi − X̄)2

σ2 ) = n − 1, var(
∑n

i=1(Xi − X̄)2

σ2 ) = 2(n − 1)

因此，

MSEθ(S 2) =
2σ4

n − 1

而对于 σ̂2，

Eθσ̂
2 =

n − 1
n

σ2, biasθ(σ̂2) = −
1
n
σ2

其均方误差为：

结论：σ̂2 的均方误差小于 S 2 的均方误差！

MSEθ(σ̂
2) =

σ4

n2
+

2(n − 1)σ4

n2

=
(2n − 1)σ4

n2



定义 5.2.2

若估计量 T ∗ 满足以下条件，则称其为 UMVU（统一最小方差无偏估计量）：

varθ(T ∗) ≤ varθ(T ), ∀θ

设 T  是无偏估计量，且 S 是充分统计量.定义

T ∗ := E(T ∣ S)

由于 T  的条件分布 P(T ∣ S) 不依赖于 θ，因此 T ∗ 是一个估计量.此外，由迭代期望引理可知：

EθT
∗ = Eθ[E(T ∣ S)] = EθT = g(θ)

通过对 S 的条件期望，"多余"的样本方差被消除.引理表明：

varθ(T ∗) ≤ varθ(T ), ∀θ

引理 5.2.2

设 Y  和 Z 是随机变量，则有：

var(Y ) = var(E(Y ∣ Z)) + E[var(Y ∣ Z)]

证明：

E[var(Y ∣ Z)] = E[E(Y 2 ∣ Z) − E(Y ∣ Z)2] = EY 2 − E[E(Y ∣ Z)2]

加总后，得到方差公式：

var(Y ) = EY 2 − [EY ]2

5.3 Lehmann-Scheffé 引理

我们需要回答的问题是：是否可以构造一个无偏估计量，其方差比 T ∗ = E(T ∣ S) 更小？注
意，T ∗ 仅依赖于充分统计量 S = S(X)，也就是说它仅依赖于充分统计量.在寻找 UMVU（统
一最小方差无偏估计量）时，可以将注意力集中在仅依赖于 S 的估计量上.因此，如果仅存在
一个仅依赖于 S 的无偏估计量，则它必须是 UMVU.

定义 5.3.1

若充分统计量 S 满足以下条件，则称其为完全统计量：

Eθh(S) = 0 ∀θ ⟹ h(S) = 0, Pθ − a.s., ∀θ

其中，h 是关于 S 的函数，与参数 θ 无关.

var(E(Y ∣ Z)) = E[E(Y ∣ Z)2] − [E(E(Y ∣ Z))]2

= E[E(Y ∣ Z)2] − [EY ]2



引理 5.3.1（Lehmann-Scheffé 引理）

令 T  是 g(θ) 的无偏估计量，且对于所有 θ，T  的方差有限.此外，设 S 是充分且完全统计量.则
T ∗ := E(T ∣ S) 是 UMVU.

证明：

我们已经知道 T ∗ = T ∗(S) 是无偏的，并且

varθ(T ∗) ≤ varθ(T ) ∀θ.

若 T ′(S) 是另一个 g(θ) 的无偏估计量，则有：

Eθ(T ∗(S) − T ′(S)) = 0, ∀θ.

由于 S 是完全统计量，这意味着：

T ∗ = T ′, Pθ −几乎处处.

例子 5.3.1 Poisson 分布下的 UMVU 估计量

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 Poisson (θ) 随机变量.目标是估计早期失效的概率：

g(θ) := e−θ.

一个无偏估计量为：

T (X1, … ,Xn) := 1{X1 = 0}.

一个充分统计量为：

S :=
n

∑
i=1

Xi.

检查 S 是否完全

S 的分布为 Poisson(nθ)，因此对于任意函数 h，

Eθh(S) =
∞

∑
k=0

e−nθ
(nθ)k

k!
h(k).

若

Eθh(S) = 0 ∀θ,

则有

∞

∑
k=0

(nθ)k

k!
h(k) = 0 ∀θ.



考虑一个在零点可展开的函数 f，其 Taylor 展开为：

f(x) =
∞

∑
k=0

xk

k!
f (k)(0).

如果左边对于所有 x 都为 0，则 f ≡ 0，从而 f (k)(0) = 0 对所有 k 都成立.令 h(k) 扮演 f (k)(0)

的角色，而 nθ 扮演 x 的角色，可以得出 h(k) = 0 对所有 k 成立，即 S 是完全统计量.

计算 T ∗

根据 Lehmann-Scheffé 引理，T ∗ := E(T ∣ S) 是 UMVU.现在计算 T ∗：

因此，

T ∗ = ( n − 1
n

)
S

是 UMVU.

例子 5.3.2 均匀分布的 UMVU 估计

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 [0, θ] 上的均匀分布随机变量，目标是估计 g(θ) := θ.我们知道
S := max{X1, … ,Xn} 是充分统计量（见例子 4.2.1）.S 的分布函数为：

FS(s) = Pθ (max{X1, … ,Xn} ≤ s) = (
s

θ
)
n

, 0 ≤ s ≤ θ.

因此，其概率密度函数为：

fS(s) =
nsn−1

θn
, 0 ≤ s ≤ θ.

对于任意可测函数 h，有：

Eθh(S) = ∫
θ

0
h(s)

nsn−1

θn
ds.

若

Eθh(S) = 0 ∀θ,

则必须满足

P(T = 1 ∣ S = s) = P(X1 = 0 ∣ S = s)

=
e−θe−(n−1)θ[(n − 1)θ]s/s!

e−nθ(nθ)s/s!

= ( n − 1
n

)
s

.



∫
θ

0
h(s)sn−1 ds = 0 ∀θ.

对 θ 求导得：

h(θ)θn−1 = 0 ∀θ，

这表明 h ≡ 0.因此，S 是完全统计量.

接下来需要找到一个仅依赖于 S 且无偏的统计量.我们计算：

EθS = ∫
θ

0
s
nsn−1

θn
ds =

n

n + 1
θ.

因此，S 本身不是无偏的，它略小于 θ.但可以通过简单调整使其无偏：取

T ∗ =
n + 1
n

S.

根据 Lehmann-Scheffé 引理，T ∗ 是 UMVU.

5.4 指数族的完全性

对于指数族，当参数空间与充分统计量的维度一致时，充分统计量是完全的.这一点在以下引
理中得到了形式化的陈述.我们略去证明.

引理 5.4.1

对于 θ ∈ Θ，

pθ(x) = exp[
k

∑
j=1

cj(θ)Tj(x) − d(θ)]h(x).

考虑集合：

C := {(c1(θ), … , ck(θ)) : θ ∈ Θ} ⊂ R
k.

若 C 真正是 k 维的（即，不低于 k 维，例如包含 Rk 中的一个开球或开立方体 ∏k
j=1(aj, bj)），

则 S := (T1, … ,Tk) 是完全的.

例子 5.4.1 Gamma 分布的完全性



设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 Γ(k,λ) 随机变量，其中 k 和 λ 都未知，即 θ := (k,λ)，且
Θ := R

2
+.Γ(k,λ) 分布的密度函数为：

f(z) =
λk

Γ(k)
e−λzzk−1, z > 0.

因此，

pθ(x) = exp[−λ
n

∑
i=1

xi + (k − 1)
n

∑
i=1

logxi − d(θ)]h(x)，

其中，

d(k,λ) = −nk logλ + n log Γ(k)，

且

h(x) = 1{xi > 0, i = 1, … ,n}.

由此可知：

(
n

∑
i=1

Xi,
n

∑
i=1

logXi)

是充分且完全的统计量.

例子 5.4.2 两个正态样本的完全性

考虑两个来自正态分布的独立样本：X1, … ,Xn 是独立同分布的 N (μ,σ2)，而 Y1, … ,Ym 是
独立同分布的 N (ν, τ 2).

情况 i

若 θ = (μ, ν,σ2, τ 2) ∈ R
2 × R

2
+，容易验证以下统计量：

S := (
n

∑
i=1

Xi,
n

∑
i=1

X 2
i ,

m

∑
j=1

Yj,
m

∑
j=1

Y 2
j )

是充分且完全的.

情况 ii

若 μ,σ2 和 τ 2 是未知的，且 ν = μ，则 S 仍然是充分的.但是可以证明，S 在此情况下不是完全
统计量.
一个难题：是否存在充分且完全的统计量？

5.5 Cramér-Rao 下界



设 {Pθ : θ ∈ Θ} 是定义在样本空间 X  上的一族分布，且由一个 σ -有限测度 ν 主导.我们用以下
方式定义其密度函数：

pθ :=
dPθ

dν
, θ ∈ Θ.

在本节中，假设 Θ 是一维开区间（对高维参数空间的扩展将在下一节处理）.

我们将引入以下两个条件：

条件 I

集合

A := {x : pθ(x) > 0}

对所有 θ 不依赖于 θ.

条件 II (在 L2 中的可微性)
对于所有 θ，若存在函数 sθ : X → R 满足

I(θ) := Eθs
2
θ(X) < ∞，

则以下极限成立：

lim
h→0

Eθ(
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
− sθ(X))

2

= 0.

定义 5.5.1

若条件 I 和 II 满足，我们称 sθ 为得分函数，I(θ) 为 Fisher 信息量.

通过对比定义 4.7.1 可知，在 θ ↦ pθ 可微并满足“正则性条件”时，这些定义一致.回顾引理
4.7.1 中，我们假设了一些未明确说明的“正则性条件”.下面我们将给出该引理第一部分的严格
证明.

引理 5.5.1

若条件 I 和 II 成立，则

Eθsθ(X) = 0, ∀θ.

证明
在 Pθ 下，我们仅需考虑 x 满足 pθ(x) > 0 的情形，即可以安全地将 pθ(x) 作为分母，而不必担
心除以零.

注意到：

Eθ(
pθ+h(X) − pθ(X)

pθ(X)
) = ∫

A

(pθ+h − pθ) dν = 0，

因为密度函数的积分为 1，且 pθ+h 和 pθ 在 A 外均为 0.因此，
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注解： 因此，I(θ) = varθ (sθ(X)).

备注： 如之前所述，如果 pθ(x) 对所有 x 可微，那么我们可以令（在正则条件下）：

sθ(x) :=
d

dθ
log pθ(x) =

ṗθ(x)

pθ(x)

其中，

ṗθ(x) :=
d

dθ
pθ(x).

备注： 假设 X1, … ,Xn 独立同分布于密度 pθ，且 sθ = ṗθ/pθ 存在.则联合密度为：

pθ(x) =
n

∏
i=1

pθ (xi)

因此（在条件 I 和 II 下），对于 n 个观测值的得分函数为：

sθ(x) =
n

∑
i=1

sθ (xi)

n 个观测值的 Fisher 信息为：

I(θ) = varθ (sθ(X)) =
n

∑
i=1

varθ (sθ (Xi)) = nI(θ)

定理 5.5.1 （Cramér-Rao 下界）

假设条件 I 和 II 满足，且 T  是 g(θ) 的无偏估计量，方差有限.那么 g(θ) 可导，且导数
ġ(θ) := dg(θ)/dθ 满足：

ġ(θ) = cov (T , sθ(X))

此外，

varθ(T ) ≥
ġ2(θ)

I(θ)
, ∀θ

|Eθsθ(X)|2 = Eθ(
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
− sθ(X))

2

≤ Eθ(
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
− sθ(X))

2

→ 0.∣ ∣



证明：

首先，展示 g(θ) 的可导性.由于 T  是无偏的，有：

继续分解：

根据 Cauchy-Schwarz 不等式，有：

因此，

ġ(θ) = EθT (X)sθ(X) = covθ (T , sθ(X)).

最后，不等式由 Cauchy-Schwarz 推得：

定义 5.5.2： 我们称 ġ2(θ)/I(θ), θ ∈ Θ 为 g(θ) 的 Cramér-Rao 下界（CRLB）.

例子 5.5.1：指数分布的 CRLB

设 X1, … ,Xn 独立同分布于指数分布 Exponential(θ), θ > 0.单个观测值的密度为：

pθ(x) = θe−θx, x > 0.

令 g(θ) := 1/θ，T := X̄.可以验证 T  是无偏的，且方差为 varθ(T ) = 1/(nθ2).

计算 CRLB.令 g(θ) = 1/θ，有 ġ(θ) = −1/θ2.此外，

log pθ(x) = log θ − θx，

所以

g(θ + h) − g(θ)
h

=
Eθ+hT (X) − EθT (X)

h

=
1
h
∫ T (pθ+h − pθ)dν

= EθT (X)
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
.

EθT (X)
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
= EθT (X)(

pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
− sθ(X))

+ EθT (X)sθ(X).

Eθ (T (X) − gθ)(
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
− sθ(X))

2

≤ varθ(T )Eθ(
pθ+h(X) − pθ(X)

hpθ(X)
− sθ(X))

2

→ 0.∣ ∣ġ2(θ) = (covθ (T , sθ(X)))2

≤ varθ(T ) varθ (sθ(X)) = varθ(T )I(θ).



sθ(x) = 1/θ − x，

因此

I(θ) = varθ(X) =
1
θ2

.

n 个观测值的 CRLB 为：

ġ2(θ)

nI(θ)
=

1
nθ2

.

换句话说，T  达到了 CRLB.

例子 5.5.2：泊松分布的 CRLB

假设 X1, … ,Xn 独立同分布于泊松分布 Poisson(θ), θ > 0.则

log pθ(x) = −θ + x log θ − logx!.

对于泊松分布的得分函数 sθ(x)，我们有：

sθ(x) =
∂
∂θ

log pθ(x) = −1 +
x

θ

Fisher 信息为：

I(θ) = Eθ[sθ(X)2] = Eθ [(−1 +
X

θ
)

2

].

展开并计算期望值：

I(θ) = Eθ [1 −
2X
θ

+
X 2

θ2
].

利用泊松分布的性质 Eθ(X) = θ 和 varθ(X) = θ，得到：

I(θ) = 1 −
2θ
θ

+
θ + θ2

θ2
=

1
θ

.

因此，n 个观测值的 Fisher 信息为：

I(θ) = nI(θ) =
n

θ
.

设 g(θ) = θ，则 ġ(θ) = 1.Cramér-Rao 下界为：

ġ2(θ)
I(θ)

=
1

n/θ
=

θ

n
.

这说明，对于泊松分布参数 θ 的无偏估计量，其方差的理论下界为 θ/n.泊松分布样本均值
X̄ = 1

n
∑n

i=1 Xi 是无偏估计量，且其方差恰好等于 θ/n，因此达到了 Cramér-Rao 下界.



这进一步说明了 CRLB 在评估估计量效率方面的重要性，例如样本均值在这些分布下的最优
性.

第 5 章：偏差、方差与 Cramér-Rao 下界（续）

因此，有

sθ(x) = −1 +
x

θ

由此，

I(θ) = varθ(
X

θ
) =

varθ(X)
θ2

=
1
θ

容易验证，样本均值 X̄ 达到了估计 θ 的 Cramér-Rao 下界.

现在设 g(θ) := e−θ，则其 UMVU 估计量为：

T := (1 −
1
n
)
∑n

i=1 Xi

为了计算其方差，首先计算 EθT
2：

因此，

由于 ġ(θ) = −e−θ，Cramér-Rao 下界为：

ġ2(θ)
nI(θ)

=
θe−2θ

n

EθT
2 =

∞

∑
k=0

(1 −
1
n
)

2k (nθ)k

k!
e−nθ

= e−nθ
∞

∑
k=0

1
k!
( (n − 1)2θ

n
)

k

= e−nθ exp [ (n − 1)2θ

n
]

= exp [
(1 − 2n)θ

n
]

varθ(T ) = EθT
2 − (EθT )2 = EθT

2 − e−2θ

= e−2θ (eθ/n − 1)

{> θe−2θ

n

≈ θe−2θ

n
,当 n 足够大时.



由此可知，T  未达到 Cramér-Rao 下界，但当 n 足够大时，差距很小.

5.6 Cramér-Rao 下界与指数族

以下结果表明，Cramér-Rao 下界仅能在指数族内达到，因此在有限的上下文中才紧.

引理 5.6.1

假设条件 I 和 II 满足，并且 sθ = ṗθ/pθ.如果 T  是 g(θ) 的无偏估计量，并且 T  达到了 Cramér-
Rao 下界，则 {Pθ : θ ∈ Θ} 构成一维指数族.即，存在函数 c(θ), d(θ) 和 h(x)，使得：

pθ(x) = exp[c(θ)T (x) − d(θ)]h(x), x ∈ X

此外，c(θ) 和 d(θ) 可导，其导数分别为 ċ(θ) 和 ḋ(θ).并且有如下关系：

g(θ) = ḋ(θ)/ċ(θ), ∀θ

证明

根据定理 5.5，如果 T  达到了 Cramér-Rao 下界，则有：

varθ(T ) =
|covθ (T , sθ(X))|2

varθ (sθ(X))

即，T  和 sθ(X) 的相关系数为 ±1.因此，存在关于 θ 的常数 a(θ) 和 b(θ)，使得：

\begin{equation*} s_{\theta}(X) = a(\theta) T(X) - b(\theta) \tag{5.1}

因为 sθ = ṗθ
pθ

= d log pθ
dθ ，可以进行积分，得到：

log pθ(x) = c(θ)T (x) − d(θ) +
~
h(x)

其中 ċ(θ) = a(θ), ḋ(θ) = b(θ)，且 ~h(x) 与 θ 无关.因此，

pθ(x) = exp[c(θ)T (x) − d(θ)]h(x)

其中 h(x) = exp[
~
h(x)].

此外，由等式 (5.1) 可知：

Eθsθ(X) = a(θ)EθT − b(θ) = a(θ)g(θ) − b(θ)

因为 Eθsθ(X) = 0，所以有：

g(θ) = b(θ)/a(θ)



这完成了证明.

第 5.7 节：高维扩展

随机向量的期望和协方差矩阵

令 Z ∈ R
k 为 k 维随机向量，其期望为 EZ，是一个 k 维向量，协方差矩阵定义为

Σ := Cov(Z) := E[ZZ ′] − (EZ)(EZ ′)，

这是一个 k × k 的矩阵，其中对角线包含方差，非对角线包含协方差.需要注意的是，Σ 是半正
定的：对于任意向量 a ∈ R

k，有

var(a′Z) = a′Σa ≥ 0.

矩阵代数简介

令 V  为对称矩阵，如果 V  是正定（或半正定）的，记为 V > 0（或 V ≥ 0）.此时，有
V = W 2，其中 W  也是正定（或半正定）的.

辅助引理 假设 V > 0，则有

max
a∈Rp

|a′c|2

a′V a
= c′V −1c.

证明 令 V = W 2，并令 b := Wa, d := W −1c，则 a′V a = b′b = ∥b∥2 且 a′c = b′d.根据 Cauchy-
Schwarz 不等式，

max
b∈Rp

|b′d|2

∥b∥2
= ∥d∥2 = d′d = c′V −1c.

高维 Cramér-Rao 下界

我们现在陈述高维情形下的 Cramér-Rao 下界，为简化叙述，假设所有必要的导数存在，并且
在适当的位置可以交换微分与积分.

设参数空间 Θ ⊂ Rk，给定函数

g : Θ → R.

定义偏导数的向量为



ġ(θ) := .

记得分向量为

sθ(⋅) := ，

Fisher 信息矩阵为

I(θ) = Eθ[sθ(X)s′
θ(X)] = Covθ(sθ(X)).

定理 5.7.1

令 T  为 g(θ) 的无偏估计量，则在正则性条件下，

varθ(T ) ≥ ġ(θ)′I(θ)−1ġ(θ).

证明 与一维情形类似，可证明对 j = 1, … , k，

ġj(θ) = covθ (T , sθ,j(X)).

因此，对于任意 a ∈ R
k，

结合辅助引理，有

varθ(T ) ≥ max
a∈Rk

|a′ġ(θ)|2

a′I(θ)a
= ġ′(θ)I(θ)−1ġ(θ).

推论 5.7.1

高维参数感兴趣时，无偏估计量也可得到下界.例如，令 g(θ) := θ = (θ1, … , θk)′，假设
T ∈ Rk 是 θ 的无偏估计量：EθT = θ, ∀θ.则对于任意 a ∈ Rk，a′T  是 a′θ 的无偏估计量.由于 a′θ

的导数为 a，CRLB 给出

varθ(a′T ) ≥ a′I(θ)−1a.

⎛⎜⎝ ∂g(θ)
∂θ1

⋮
∂g(θ)
∂θk

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ ∂ log pθ
∂θ1

⋮
∂ log pθ

∂θk

⎞⎟⎠|a′ġ(θ)|2 = | covθ(T , a′sθ(X))|2

≤ varθ(T ) varθ(a
′sθ(X))

= varθ(T )a′I(θ)a.



但

varθ(a′T ) = a′ Covθ(T )a，

因此，对于所有 a，

a′ Covθ(T )a ≥ a′I(θ)−1a，

即 Covθ(T ) ≥ I(θ)−1，换言之，Covθ(T ) − I(θ)−1 是半正定的.

第 6 章

检验与置信区间

6.1 插曲：分位数函数

设 F  为定义在 R 上的分布函数，则 F  是右连续且左极限存在的（cadlag: continue à droite,
limite à gauche）.定义分位数函数如下：

qFsup(u) := sup{x : F(x) ≤ u},

以及

qFinf(u) := inf{x : F(x) ≥ u} := F −1(u).

以下性质成立：

F (qFinf(u)) ≥ u，

且对于任意 h > 0，

F (qFsup(u) − h) ≤ u.

因此，

F (qFsup(u)−) := lim
h↓0

F (qFsup(u) − h) ≤ u.

6.2 如何构造检验

考虑一个模型类

P := {Pθ : θ ∈ Θ}.

进一步，定义一个空间 Γ 和一个映射

g : Θ → Γ, g(θ) := γ，



其中 γ 是感兴趣的参数.

定义 6.2.1

令 γ0 ∈ Γ 和 α ∈ [0, 1].对于假设

H0 : γ = γ0，

水平为 α 的（非随机化）检验是一个统计量 ϕ(X, γ0) ∈ {0, 1}，满足：

Pθ(ϕ(X, γ0) = 1) ≤ α, ∀θ ∈ {ϑ : g(ϑ) = γ0}.

通常我们会省略 ϕ 对 γ0 的依赖性，记为 ϕ(X) := ϕ(X, γ0).

注意

通常检验 ϕ 基于一个检验统计量 T，即形如：

ϕ(X) = {

其中 c 称为临界值.

检验的构造

为了检验 Hγ0 : γ = γ0，我们寻找一个枢轴量（pivot），这是一个关于数据 X 和参数 γ 的函数
Z(X, γ)，满足对任意 θ ∈ Θ，

Pθ(Z(X, g(θ)) ≤ ⋅) =: G(⋅)，

其分布 G 不依赖于 θ.

注意 找到枢轴量并非总是可能.然而，如果存在枢轴量 Z(X, γ) 且其分布为 G，我们可以计算
其分位数函数：

qL := qGsup (
α

2
), qR := qGinf (1 −

α

2
).

定义检验为：

ϕ(X, γ0) := {

此时检验对 Hγ0  的水平为 α，其中 γ0 = g(θ0)：

1 若 T (X) > c

0 否则

1 若 Z(X, γ0) ∉ [qL, qR]
0 否则

Pθ0 (ϕ(X, g(θ0)) = 1) = Pθ0 (Z(X, g(θ0)) > qR) + Pθ0 (Z(X, g(θ0)) < qL)

= 1 − G(qR) + G(qL−) ≤ 1 − (1 −
α

2
)+

α

2
= α.



渐近枢轴量

令 Zn(X1, … ,Xn, γ) 为定义在每个样本量 n 上的一个关于数据和参数的函数.如果对任意
θ ∈ Θ，

lim
n→∞

Pθ(Zn(X1, … ,Xn, γ) ≤ ⋅) = G(⋅)，

其中 limitG 不依赖于 θ，则称 Zn(X1, … ,Xn, γ) 为渐近枢轴量（asymptotic pivot）.

例子 6.2.1 位移模型

作为例子，重新考虑位移模型（参见 1.3 节）.设

Θ := {θ = (μ,F0) : μ ∈ R,F0 ∈ F0},

其中 F0 是对称分布集合的一个子集（参见 (1.2)）.令 μ̂ 为一个等变估计量（equivariant
estimator），即 μ̂ − μ 的分布与 μ 无关（关于等变性的形式定义参见第 9 章）.

6.3 置信集与检验的等价性

如果 F0 := {F0} 是一个单一分布（即 F0 已知），我们取枢轴量 Z(X,μ) := μ̂ − μ.由于等
变性，此枢轴量的分布 G 仅依赖于 F0.
如果 F0 := {F0(⋅) = Φ(⋅/σ) : σ > 0}，我们选择 μ̂ := X̄n，其中 X̄n = ∑n

i=1 Xi/n 为样本均
值.作为枢轴量，我们取：

Z(X,μ) :=
√n(X̄n − μ)

Sn

,

其中 S 2
n = ∑n

i=1(Xi − X̄)2/(n − 1) 是样本方差.此时 G 是自由度为 n − 1 的学生 t 分布.

如果 F0 := {F0} 是对称且在 x = 0 连续的分布，我们令枢轴量为符号检验统计量：

Z(X,μ) :=
n

∑
i=1

1{Xi ≥ μ}.

此时 G 是参数为 p = 1/2 的 Binomial(n, p) 分布.

进一步假设 X1, … ,Xn 是无限序列的前 n 个独立同分布随机变量，并且：

F0 := {F0 : ∫ xdF0(x) = 0, ∫ x2dF0(x) < ∞}.

那么：

Zn(X1, … ,Xn,μ) :=
√n(X̄n − μ)

Sn

是一个渐近枢轴量，其极限分布为 G = Φ.



定义 6.3.1

对于 γ，基于数据 X = (X1, … ,Xn) 的子集 I = I(X) ⊂ Γ 称为 γ 在 1 − α 水平下的置信集，
如果：

Pθ(γ ∈ I) ≥ 1 − α, ∀θ ∈ Θ.

置信区间的形式为：

I := [γ
–

, γ̄]，

其中边界 γ
–

= γ
–

(X) 和 γ̄ = γ̄(X) 仅依赖于数据 X.

对于每个 γ0 ∈ R，令 ϕ(X, γ0) ∈ {0, 1} 为检验假设 Hγ0 : γ = γ0 的一个 α 水平的检验.即当且仅
当 ϕ(X, γ0) = 1 时拒绝 Hγ0，并满足：

Pθ:γ=γ0(ϕ(X, γ0) = 1) ≤ α.

那么：

I(X) := {γ : ϕ(X, γ) = 0}

是 γ 的一个 1 − α 置信集.

反过来，如果 I(X) 是 γ 的一个 1 − α 置信集，则对于任意 γ0，定义的检验：

ϕ(X, γ0) = {

是 Hγ0  的 α 水平检验.

6.4 置信区间与检验的比较

比较置信区间时，目标通常是选取在平均长度上最短的区间（保持水平为 1 − α）.对于检验，
目标是选取具有最大功效的检验.回忆：在 θ 处（g(θ) ≠ γ0）检验 ϕ(X, γ0) 的功效为：

Pθ(ϕ(X, γ0) = 1).

6.5 例子：双样本问题

考虑关于体重增减的以下数据.对照组 x 保持常规饮食，而处理组 y 采用了一种防止体重增加
的特殊饮食.研究的目的是检验该饮食是否有效.

1 如果 γ0 ∉ I(X)
0 否则



表格 2

令 n(m) 为对照组 x（处理组 y）的样本量，组 x(y) 的均值记为 x̄(ȳ).平方和为：

SSx :=
n

∑
i=1

(xi − x̄)2, SSy :=
m

∑
j=1

(yj − ȳ)2.

在本研究中，n = m = 5，且 x̄ = 6.4, ȳ = 0,SSx = 161.2,SSy = 114.秩 rank(x) 和 rank(y) 是
将 n + m 数据合并排序后的秩值（例如 y3 = −6 是最小的观测值，因此 rank(y3) = 1）.

假设数据为两个独立样本的观测值，即 X = (X1, … ,Xn) 和 Y = (Y1, … ,Ym)，其中
X1, … ,Xn 独立同分布，分布函数为 FX；Y1, … ,Ym 独立同分布，分布函数为 FY .分布函数
FX 和 FY  可以完全或部分未知.

检验问题为：

H0 : FX = FY ,

与单侧或双侧备择假设的比较.

6.5.1 Student 检验

经典的双样本 Student 检验基于假设数据来自正态分布.此外，假设 FX 和 FY  的方差相等.因
此，

(FX,FY ) ∈

{FX = Φ( ⋅ − μ

σ
),FY = Φ(

⋅ − (μ + γ)

σ
) : μ ∈ R,σ > 0, γ ∈ Γ}.



其中，Γ ⊃ {0} 是考虑的均值偏移范围，例如 Γ = R（双侧情形），以及 Γ = (−∞, 0]（单侧
情形）.检验问题简化为：

H0 : γ = 0.

我们现在寻找一个枢轴量 Z(X, Y, γ).定义样本均值为：

X̄ :=
1
n

n

∑
i=1

Xi, Ȳ :=
1
m

m

∑
j=1

Yj,

以及合并样本方差为：

S 2 :=
1

m + n − 2
{

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2

+
m

∑
j=1

(Yj − Ȳ )
2
}.

注意，X̄ 的期望为 μ，方差为 σ2/n；Ȳ  的期望为 μ + γ，方差为 σ2/m.因此，Ȳ − X̄ 的期望为
γ，方差为：

σ2

n
+

σ2

m
= σ2 ( n + m

nm
).

正态分布假设意味着：

Ȳ − X̄ 服从 N (γ,σ2 ( n + m

nm
)).

因此，

√ nm

n + m
(
Ȳ − X̄ − γ

σ
) 服从 N (0, 1).

为了构造枢轴量，我们用估计量 S 替代未知的 σ：

Z(X, Y, γ) := √ nm

n + m
(
Ȳ − X̄ − γ

S
).

实际上，Z(X, Y, γ) 的分布 G 不依赖于未知参数.分布 G 是 Student(n + m − 2)（自由度为
n + m − 2 的学生分布）.因此，针对 H0 : γ = 0，检验统计量为：

T = T Student := Z(X, Y, 0).

在单侧检验中，对于 H0 : γ = 0 对比 H1 : γ < 0，水平为 α 的检验为：

ϕ(X, Y) := {

其中，对于 ν > 0，tν(1 − α) = −tν(α) 是 Student(ν) 分布的 (1 − α) 分位数.

应用于表格 2 中的数据：

1 若 T < −tn+m−2(1 − α)
0 若 T ≥ −tn+m−2(1 − α)



取 α = 0.05.观测值为 x̄ = 6.4, ȳ = 0, s2 = 34.4.检验统计量的值为 −1.725，大于 5% 分位数
t8(0.05) = −1.9.因此，我们不能拒绝 H0.

观测值 T  的 p 值为：

p-value := Pγ=0(T < −1.725) = 0.06.

因此，在本例中，p 值仅比水平 α = 0.05 稍大.

6.5.2 Wilcoxon 检验

本小节中，我们假设 FX 和 FY  是连续分布，但其他信息未知.因此，FX 和 FY  的模型类为：

F := {所有连续分布}.

连续性假设确保所有观测值是不同的，即没有重复值.因此，我们可以将观测值按严格递增顺
序排列.令 N = n + m，Z1, … ,ZN  为合并样本：

Zi := Xi, i = 1, … ,n; Zn+j := Yj, j = 1, … ,m.

定义秩次为：

Ri := rank(Zi), i = 1, … ,N .

并令：

Z(1) < ⋯ < Z(N)

表示合并样本的次序统计量（即，Zi = Z(Ri) for i = 1, … ,N）.Wilcoxon 检验统计量定义为：

T = T Wilcoxon :=
n

∑
i=1

Ri.

可以验证，该统计量 T  也可以表示为：

T = #{Yj < Xi} +
n(n + 1)

2
.

例如，对于表 2 中的数据，观测值为 T = 34，其中：

#{yj < xi} = 19,
n(n + 1)

2
= 15.

较大的 T  值表示 Xi 通常大于 Yj，因此提供了反对 H0 的证据.

要检查观测到的检验统计量是否与零假设兼容，我们需要了解其在 H0 下的零分布，即在 H0

下的分布形式.在 H0 : FX = FY  下，秩次向量 (R1, … ,Rn) 的分布等价于从 {1, … ,N} 中随机
抽取 n 个不放回的数.因此，若令：

r := (r1, … , rn, rn+1, … , rN)



表示 {1, … ,N} 的一个排列，则有：

PH0 ((R1, … ,Rn,Rn+1, … ,RN) = r) =
1
N !

.

（见定理 6.5.1）.因此，

PH0(T = t) =
#{r : ∑n

i=1 ri = t}

N !
.

同样，可以表示为：

PH0(T = t) =
1

(N
n
)

#{r1 < ⋯ < rn < rn+1 < ⋯ < rN :
n

∑
i=1

ri = t}.

显然，T  的零分布不依赖于 FX 或 FY，但依赖于样本量 n 和 m.对于小到中等大小的 n 和 m，
可以查表；而对于较大的 n 和 m，可使用正态分布近似.

定理 6.5.1

该定理形式化推导了检验统计量的零分布，并证明了次序统计量和秩次是独立的.后者将在例
子 4.1.4 中有意义.

对于两个随机变量 X 和 Y，当 X 和 Y  具有相同分布时，记作：

X
D
= Y .

定理 6.5.1 令 Z1, … ,ZN  为服从 R 中连续分布 F  的独立同分布随机变量.则 (Z(1), … ,Z(N)) 和
R := (R1, … ,RN) 是独立的，对于所有排列 r := (r1, … , rN)，

P(R = r) =
1
N !

.

证明：

令 ZQi
:= Z(i)，Q := (Q1, … ,QN).则

R = r ⇔ Q = r−1 := q，

其中 r−1 是 r 的逆置换.对于所有排列 q 和所有可测映射 f，

f (Z1, … ,ZN)
D
= f (Zq1 , … ,ZqN ).

因此，对于所有可测集合 A ⊂ RN  和所有排列 q，

P ((Z1, … ,ZN) ∈ A,Z1 < ⋯ < ZN)
=P ((Zq1 , … ,ZqN ) ∈ A,Zq1 < ⋯ < ZqN ).



通过 N ! 种排列，可以得到：

P ((Z(1), … ,Z(N)) ∈ A) = N !P ((Zq1 , … ,ZqN ) ∈ A,Zq1 < ⋯ < ZqN ).

从而证明了次序统计量 (Z(1), … ,Z(N)) 和秩次 R 是独立的.
[1]

6.5.3 对比 Student 检验和 Wilcoxon 检验

由于 Wilcoxon 检验仅依赖于秩次，而不依赖正态分布假设，因此在数据实际上服从正态分布
的情况下，Wilcoxon 检验的效能（power）通常比 Student 检验稍低.然而，这种效能的损失很
小.让我们通过两种检验的相对效率来更精确地描述这一点.

设显著性水平 α 固定，效能 β 固定.令样本大小 n 和 m 相等，总样本量为 N = 2n.假设
N Student 和 NWilcoxon 分别是为了达到效能 β 而需要的样本量.考虑位置偏移备择假设，即
FY (⋅) = FX(⋅ − γ)（在我们的例子中，γ < 0）.可以证明，当模型假设正态分布正确时，
N Student/NWilcoxon ≈ 0.95.对于一大类分布，这一比值介于 0.85 到 ∞ 之间.

也就是说，使用 Wilcoxon 检验通常只会导致非常有限的效率损失，与 Student 检验相比甚至
可能有显著的效率增益.

第 7 章

Neyman-Pearson 引理与 UMP 检验

设 P := {Pθ : θ ∈ Θ} 是一族概率测度.令 Θ0 ⊂ Θ 和 Θ1 ⊂ Θ，且 Θ0 ∩ Θ1 = ∅.基于观测值
X ∈ X，分布为 P ∈ P，我们考虑以下检验问题：
H0 : θ ∈ Θ0

对比
H1 : θ ∈ Θ1.

一个（可能随机化的）检验是一个函数 ϕ : X → [0, 1].设 α ∈ [0, 1].若满足：

sup
θ∈Θ0

Eθϕ(X) ≤ α，

则称 ϕ 是水平为 α 的检验.

定义 7.0.1 若 ϕ 满足以下条件，则称其为一致最强检验（UMP，Uniformly Most Powerful）：

ϕ 是水平为 α 的检验；
对于所有水平为 α 的检验 ϕ′，均有 Eθϕ

′(X) ≤ Eθϕ(X)，对于所有 θ ∈ Θ1.



7.1 Neyman-Pearson 引理

我们考虑如下检验问题：
H0 : θ = θ0

对比备择假设
H1 : θ = θ1.

定义检验 ϕ 的风险 R(θ,ϕ) 为第一类和第二类错误的概率：

R(θ,ϕ) := {

令 p0 和 p1 分别为 Pθ0  和 Pθ1  关于某个支配测度 ν 的密度（例如 ν = Pθ0 + Pθ1）.一个 Neyman-
Pearson 检验的形式为：

ϕNP :=

其中 0 ≤ q ≤ 1，且 0 ≤ c < ∞ 是给定常数.

引理 7.1.1 Neyman-Pearson 引理

设 ϕ 是某个检验，则有：

R(θ1,ϕNP) − R(θ1,ϕ) ≤ c [R(θ0,ϕ) − R(θ0,ϕNP)].

证明：

7.2 一致最强检验

7.2.1 例子

设 X1, … ,Xn 是 n 个 i.i.d. 的伯努利随机变量，其中 X ∈ {0, 1}，成功概率为 θ ∈ (0, 1)：

Pθ(X = 1) = 1 − Pθ(X = 0) = θ.

Eθϕ(X), θ = θ0,
1 − Eθϕ(X), θ = θ1.

⎧⎪⎨⎪⎩1, 若 p1/p0 > c，

q, 若 p1/p0 = c，

0, 若 p1/p0 < c，

R(θ1,ϕNP) − R(θ1,ϕ) = ∫ (ϕ − ϕNP)p1

= ∫
p1/p0>c

(ϕ − ϕNP)p1 + ∫
p1/p0=c

(ϕ − ϕNP)p1 + ∫
p1/p0<c

(ϕ − ϕNP)p1

≤ c∫
p1/p0>c

(ϕ − ϕNP)p0 + c∫
p1/p0=c

(ϕ − ϕNP)p0 + c∫
p1/p0<c

(ϕ − ϕNP)p0

= c [R(θ0,ϕ) − R(θ0,ϕNP)].



我们考虑以下三个检验问题.在所有三种情况下，检验水平均为 α = 0.05.

问题 1

我们希望以显著性水平 α 检验如下假设：

H0 : θ =
1
2

=: θ0,

对比备择假设：

H1 : θ =
1
4

=: θ1.

设 T := ∑n
i=1 Xi 为成功次数的总和（T  是一个充分统计量），我们考虑以下随机化检验：

ϕ(T ) :=

其中 q ∈ (0, 1)，t0 为检验的临界值.常数 q 和 t0 ∈ {0, … ,n} 被选择为满足以下条件，即当 H0

为真时，拒绝 H0 的概率等于 α ：

Pθ0 (H0 被拒绝 ) = Pθ0 (T ≤ t0 − 1) + qPθ0 (T = t0) := α.

因此，我们选择 t0 满足以下条件：

Pθ0 (T ≤ t0 − 1) ≤ α, Pθ0 (T ≤ t0) > α，

（即 t0 − 1 = qGinf(α)，其中 qGinf  是第 6.1 节定义的分位数函数，而 G 是 T  的分布函数），并且

q =
α − Pθ0 (T ≤ t0 − 1)

Pθ0 (T = t0)
.

由于 ϕ = ϕNP 是 Neyman-Pearson 检验，它是显著性水平 α 下的最强检验（参见第 7.1 节的
Neyman-Pearson 引理）.检验的功效为 β(θ1)，其中

β(θ) := Eθϕ(T ).

数值例子

令 n = 7，则

因此选择 t0 = 1.进一步计算得：

⎧⎪⎨⎪⎩1, 若 T < t0,
q, 若 T = t0,
0, 若 T > t0,

Pθ0(T = 0) = ( 1
2
)

7

= 0.0078,

Pθ0(T = 1) = (7
1
)( 1

2
)

7

= 0.0546,

Pθ0(T ≤ 1) = 0.0624 > α.



q =
0.05 − 0.0078

0.0546
=

422
546

.

检验的功效为：

问题 2

现在我们检验：

H0 : θ0 =
1
2

,

对比备择假设：

H1 : θ <
1
2

.

在问题 1 中，构造检验 ϕ 的过程独立于 θ1 < θ0 的具体值.因此，ϕ 对所有 θ1 < θ0 都是最强检
验（most powerful test）.我们称 ϕ 在备择假设 H1 : θ < θ0 下是均匀最强检验（uniformly
most powerful, UMP）.

问题 3

现在我们检验：

H0 : θ ≥
1
2

,

对比备择假设：

H1 : θ <
1
2

.

回顾定义函数：

β(θ) := Eθϕ(T ).

检验 ϕ 的显著性水平定义为：

sup
θ≥1/2

β(θ).

我们有：

β (θ1) = Pθ1(T = 0) + qPθ1(T = 1)

= ( 3
4
)

7

+
422
546

(7
1
)( 3

4
)

6

( 1
4
)

= 0.1335 +
422
546

⋅ 0.3114.

β(θ) = Pθ (T ≤ t0 − 1) + qPθ (T = t0)
= (1 − q)Pθ (T ≤ t0 − 1) + qPθ (T ≤ t0).



注意到当 θ1 < θ0 时，在 Pθ1  下 T  的小值比在 Pθ0  下更可能出现：

Pθ1(T ≤ t) > Pθ0(T ≤ t), ∀t ∈ {0, 1, … ,n}.

因此，β(θ) 是 θ 的减函数.这表明检验 ϕ 的显著性水平为：

sup
θ≥ 1

2

β(θ) = β( 1
2
) = α.

因此，ϕ 是在 H0 : θ ≥ 1
2  对 H1 : θ < 1

2  的均匀最强检验.

7.3 均匀最强检验与指数族

我们现在研究 Θ 为 R 中区间时的情况，检验问题为：

H0 : θ ≤ θ0,

对比备择假设：

H1 : θ > θ0.

假设 P 被某个 σ -有限测度 ν 主导.

定理 7.3.1

假设 P 是一维指数族：

pθ(x) = exp[c(θ)T (x) − d(θ)]h(x)

并且 c(θ) 是 θ 的严格增函数.那么一个 UMP 检验 ϕ 为：

ϕ(T (x)) :=

其中 q 和 t0 满足 Eθ0ϕ(T ) = α.

证明：
对于 H0 : θ = θ0 对 H1 : θ = θ1 的 Neyman-Pearson 检验是：

ϕNP(x) =

其中 q0 和 c0 满足 Eθ0ϕNP(X) = α.

我们有：

pθ1(x)

pθ0(x)
= exp [(c(θ1) − c(θ0))T (X) − (d(θ1) − d(θ0))].

⎧⎪⎨⎪⎩1 如果 T (x) > t0,
q 如果 T (x) = t0,
0 如果 T (x) < t0,

⎧⎪⎨⎪⎩1 如果 
pθ1(x)
pθ0(x) > c0,

q0 如果 
pθ1(x)
pθ0(x) = c0,

0 如果 
pθ1(x)
pθ0(x) < c0,



因此 ϕ = ϕNP.由此得出 ϕ 对 H0 : θ = θ0 对 H1 : θ > θ0 是 UMP.

我们接下来证明 β(θ) := Eθϕ(T ) 随 θ 单调递增.令

p̄θ(t) = exp[c(θ)t − d(θ)]

是 T  关于主导测度 ν̄ 的密度.对于 ϑ > θ，有

p̄ϑ(t)
p̄θ(t)

= exp[(c(ϑ) − c(θ))t − (d(ϑ) − d(θ))],

它是 t 的增函数.此外，有

∫ p̄ϑdν̄ = ∫ p̄θdν̄ = 1.

因此，必定存在一个交点 s0，使得两密度曲线交叉：

由此可以得出：

β(ϑ) − β(θ) ≥ 0.

因此 β(θ) 随 θ 递增.

最后，由于 ϕ 的显著性水平为 α，且其他显著性水平为 α 的检验 ϕ′ 都满足 Eθ0ϕ
′(X) ≤ α，因

此 ϕ 是 UMP.

例子 7.3.1 正态分布方差的检验

令 X1, … ,Xn 是来自 N (μ0,σ2) 分布的独立同分布样本，其中 μ0 已知，而 σ2 > 0 是未知的.
我们希望检验

H0 : σ2 ≤ σ2
0,

对比备择假设

H1 : σ2 > σ2
0.

样本的概率密度函数为

pσ2 (x1, … ,xn) = exp[−
1

2σ2

n

∑
i=1

(xi − μ0)2 −
n

2
log (2πσ2)].

因此，我们可以取

c (σ2) = −
1

2σ2

以及

⎧⎪⎨⎪⎩ p̄ϑ(t)
p̄θ(t)

≤ 1 当 t ≤ s0,
p̄ϑ(t)
p̄θ(t)

≥ 1 当 t ≥ s0.



T (X) =
n

∑
i=1

(Xi − μ0)2.

函数 c (σ2) 随 σ2 单调递增.因此我们构造检验 ϕ，其在 T (X) 较大时拒绝 H0.注意在 H0 下，统
计量 T (X)/σ2

0 服从自由度为 n 的 χ2 分布，即 χ2
n 分布（定义见第 12.2 节）.我们可以通过 χ2

n

分布的分位数确定检验的临界值.

7.4 单侧和双侧检验：伯努利分布的例子

令 X1, … ,Xn 是来自 Bernoulli(θ) 分布的独立同分布样本，0 < θ < 1.样本的概率密度函数为

pθ (x1, … ,xn) = exp[log( θ

1 − θ
)

n

∑
i=1

xi + n log(1 − θ)].

我们可以取

c(θ) = log(
θ

1 − θ
)，

其为 θ 的严格递增函数.此时统计量为

T (X) =
n

∑
i=1

Xi.

右侧备择假设

假设

H0 : θ ≤ θ0,

对比

H1 : θ > θ0.

均匀最强检验（UMP test）为

ϕR(T ) :=

其中 βR(θ) := EθϕR(T ) 是 θ 的严格递增函数.

左侧备择假设

假设

⎧⎪⎨⎪⎩1 T > tR,
qR T = tR,
0 T < tR,



H0 : θ ≥ θ0,

对比

H1 : θ < θ0.

均匀最强检验为

ϕL(T ) :=

其中 βL(θ) := EθϕL(T ) 是 θ 的严格递减函数.

双侧备择假设

假设

H0 : θ = θ0,

对比

H1 : θ ≠ θ0.

检验 ϕR 在 θ > θ0 时最强，而检验 ϕL 在 θ < θ0 时最强.因此，对于双侧备择假设，均匀最强检
验（UMP）不存在.

7.5 无偏检验

再次考虑一般情形：P := {Pθ : θ ∈ Θ} 是一族概率分布，Θ0 和 Θ1 是 Θ 的不相交子集，检验
问题是

H0 : θ ∈ Θ0,

对比

H1 : θ ∈ Θ1.

显著性水平为 α(< 1).

如第 7.4 节所述，均匀最强检验（UMP）并不总是存在.因此，我们将关注一个较小的检验
类，并在其中寻找均匀最强检验.

定义 7.5.1 无偏检验

若对所有 θ ∈ Θ0 和 ϑ ∈ Θ1，检验 ϕ 满足：

Eθϕ(X) ≤ Eϑϕ(X),

则称 ϕ 为无偏检验（unbiased test）.

定义 7.5.2 UMPU 检验

⎧⎪⎨⎪⎩1 T < tL,
qL T = tL,
0 T > tL,



若检验 ϕ 满足以下条件，则称其为均匀最强无偏检验（Uniformly Most Powerful Unbiased,
UMPU）：

定理 7.5.1

假设 P 是一维指数分布族：

dPθ

dν
(x) := pθ(x) = exp[c(θ)T (x) − d(θ)]h(x),

其中 c(θ) 随 θ 严格递增.那么，UMPU 检验为

ϕ(T (x)) :=

其中常数 tR, tL, qR 和 qL 需满足：

Eθ0ϕ(X) = α,
d

dθ
Eθϕ(X)

θ=θ0

= 0.

例子 7.5.1 正态分布均值的双侧检验

令 X1, … ,Xn 是来自 N (μ,σ2
0) 分布的独立同分布样本，其中 μ ∈ R 未知，σ2

0 已知.我们考虑
检验

H0 : μ = μ0,

对比

H1 : μ ≠ μ0.

充分统计量为 T := ∑n
i=1 Xi.对于 tL < tR，

其中 Φ 为标准正态分布函数.

ϕ 的显著性水平为 α；

ϕ 是无偏的；

对于所有显著性水平为 α 的无偏检验 ϕ′，有 Eθϕ
′(X) ≤ Eθϕ(X)∀θ ∈ Θ1.

⎧⎪⎨⎪⎩ 1  如果 T (x) < tL 或 T (x) > tR,

qL  如果 T (x) = tL,
qR  如果 T (x) = tR,
0  如果 tL < T (x) < tR,∣Eμϕ(T ) = Pμ (T > tR) + Pμ (T < tL)

= Pμ(
T − nμ

√nσ0
>

tR − nμ

√nσ0
)+ Pμ(

T − nμ

√nσ0
<

tL − nμ

√nσ0
)

= 1 − Φ( tR − nμ

√nσ0
)+ Φ( tL − nμ

√nσ0
),



为避免与检验 ϕ 混淆，此处将标准正态密度函数记为 Φ̇.因此，

d

dμ
Eμϕ(T ) =

n

√nσ0
Φ̇( tR − nμ

√nσ0
)−

n

√nσ0
Φ̇( tL − nμ

√nσ0
).

令

d

dμ
Eμϕ(T )

μ=μ0

= 0，

得到

Φ̇(
tR − nμ0

√nσ0
) = Φ̇(

tL − nμ0

√nσ0
),

即

(tR − nμ0)2 = (tL − nμ0)2.

我们取解 (tL − nμ0) = − (tR − nμ0)（因为解 (tL − nμ0) = (tR − nμ0) 会导致检验始终拒绝，
从而显著性水平 α 不成立）.代回得

要求 Eμ0ϕ(T ) = α，得到

Φ( tR − nμ0

√nσ0
) = 1 − α/2，

因此

tR − nμ0 = √nσ0Φ−1(1 − α/2), tL − nμ0 = −√nσ0Φ−1(1 − α/2).

7.6 条件检验 ⋆

我们现在研究参数空间 Θ 是 R2 中的一个区间的情形.令 θ = (β, γ)，假设 γ 是感兴趣的参数.目
标是检验

H0 : γ ≤ γ0,

对比备择假设

H1 : γ > γ0.

我们进一步假设数据来自于一个指数族的标准形式：

pθ(x) = exp [βT1(x) + γT2(x) − d(θ)]h(x).

在这种情况下，我们可以将检验 ϕ 限制为只依赖于充分统计量 T = (T1,T2) 的形式.

∣Eμ0ϕ(T ) = 1 − Φ( tR − nμ0

√nσ0
)+ Φ(−

tR − nμ0

√nσ0
)

= 2(1 − Φ( tR − nμ0

√nσ0
)).



引理 7.6.1

假设 {β : (β, γ0) ∈ Θ} 包含一个开区间.定义检验函数

ϕ (T1,T2) =

其中常数 t0 (T1) 和 q (T1) 允许依赖于 T1，并满足

Eγ0 (ϕ (T1,T2) ∣ T1) = α.

那么 ϕ 是均匀最强无偏检验（UMPU）.

证明思路

令 p̄θ (t1, t2) 表示充分统计量 (T1,T2) 的密度，相对于支配测度 ν̄：

p̄θ (t1, t2) := exp [βt1 + γt2 − d(θ)]h̄ (t1, t2).

假设 ν̄ (t1, t2) = ν̄1 (t1)ν̄2 (t2) 是一个乘积测度.T2 在给定 T1 = t1 条件下的条件密度为

其中

d (γ ∣ t1) := log(∫
s2

exp [γs2]h̄ (t1, s2)dν̄2 (s2)).

换句话说，T2 在 T1 = t1 条件下的分布

因此，在给定 T1 = t1 的条件下，ϕ 是均匀最强无偏检验（UMPU）.

结果 1

检验 ϕ 的显著性水平为 α，即

sup
γ≤γ0

E(β,γ)ϕ(T ) = E(β,γ0)ϕ(T ) = α, ∀β.

结果 1 的证明

⎧⎪⎨⎪⎩1  如果 T2 > t0 (T1),
q (T1)  如果 T2 = t0 (T1),
0  如果 T2 < t0 (T1),

p̄θ (t2 ∣ t1) =
exp [βt1 + γt2 − d(θ)]h̄ (t1, t2)

∫
s2

exp [βt1 + γs2 − d(θ)]h̄ (t1, s2)dν̄2 (s2)

= exp [γt2 − d (γ ∣ t1)]h̄ (t1, t2),

不依赖于 β；
是一个参数 γ 的一维指数族分布，且具有标准形式.



sup
γ≤γ0

E(β,γ)ϕ(T ) ≥ E(β,γ0)ϕ(T ) = E(β,γ0)Eγ0 (ϕ(T ) ∣ T1) = α.

反过来，

sup
γ≤γ0

E(β,γ)ϕ(T ) = sup
γ≤γ0

E(β,γ)Eγ (ϕ(T ) ∣ T1)

≤α

≤ α.

结果 2

检验 ϕ 是无偏的.

结果 2 的证明

当 γ > γ0 时，条件检验无偏，因此满足 Eγ (ϕ(T ) ∣ T1) ≥ α.因此，对于所有 β，也有

E(β,γ)ϕ(T ) = E(β,γ)Eγ (ϕ(T ) ∣ T1) ≥ α，

即 ϕ 是无偏的.

结果 3

设 ϕ′ 为一个检验，其显著性水平定义为

α′ := sup
β

sup
γ≤γ0

E(β,γ)ϕ
′(T ) ≤ α，

并且 ϕ′ 是无偏的，即满足

sup
γ≤γ0

sup
β

E(β,γ)ϕ
′(T ) ≤ inf

γ>γ0
inf
β
E(β,γ)ϕ

′(T ).

则在 T1 条件下，检验 ϕ′ 的显著性水平为 α′.

结果 3 的证明

由于

α′ = sup
β

sup
γ≤γ0

E(β,γ)ϕ
′(T )，

我们有

E(β,γ0)ϕ
′(T ) ≤ α′, ∀β.

反过来，由无偏性可知，对于所有 γ > γ0，

E(β,γ)ϕ
′(T ) ≥ α′, ∀β.

通过连续性，可得

E(β,γ0)ϕ
′(T ) = α′, ∀β.





换句话说，

E(β,γ0) (ϕ′(T ) − α′) = 0, ∀β.

因此也有

E(β,γ0)Eγ0 ((ϕ
′(T ) − α′) ∣ T1) = 0, ∀β.

可以写成

E(β,γ0)h (T1) = 0, ∀β.

由于假设 {β : (β, γ0) ∈ Θ} 包含一个开区间，因此 T1 对于参数 (β, γ0) 是完备的.由此可得

h (T1) = 0,P(β,γ0)-a.s., ∀β，

或者由 h 的定义可得

Eγ0 (ϕ
′(T ) ∣ T1) = α′,P(β,γ0)-a.s., ∀β.

因此，在 T1 条件下，检验 ϕ′ 的显著性水平为 α′.

结果 4

设 ϕ′ 是结果 3 中定义的检验，则对于任意 (β, γ)，其中 γ > γ0，ϕ′ 不可能比 ϕ 更有力.

结果 4 的证明

根据 Neyman-Pearson 引理，在 T1 条件下，有

Eγ (ϕ′(T ) ∣ T1) ≤ Eγ (ϕ(T ) ∣ T1), ∀γ > γ0.

因此也有

E(β,γ)ϕ
′(T ) ≤ E(β,γ)ϕ(T ), ∀β, γ > γ0.

例子 7.6.1：比较两个泊松分布的均值

考虑两个独立的样本 X = (X1, … ,Xn) 和 Y = (Y1, … ,Ym)，其中 X1, … ,Xn 是独立同分布
的 Poisson(λ)，Y1, … ,Ym 是独立同分布的 Poisson(μ).目标是检验

H0 : λ ≤ μ,

对比备择假设

H1 : λ > μ.

定义

β := log(μ), γ := log(λ/μ).

该检验问题等价于



H0 : γ ≤ γ0,

对比备择假设

H1 : γ > γ0,

其中 γ0 := 0.样本的密度函数为

pθ (x1, … ,xn, y1, … , ym)

其中

T1(X, Y) :=
n

∑
i=1

Xi +
m

∑
j=1

Yj, T2(X) :=
n

∑
i=1

Xi,

且

h(x, y) :=
n

∏
i=1

1
xi!

m

∏
j=1

1
yj!

.

条件分布

在给定 T1 = t1 的条件下，T2 的条件分布是 Binomial (t1, p)，其中

p =
nλ

nλ + mμ
=

eγ

1 + eγ
.

因此，在条件 T1 = t1 下，根据从 Binomial (t1, p) 分布观察到的 T2，我们检验

H0 : p ≤ p0,

对比备择假设

H1 : p > p0,

其中 p0 := n/(n + m).该检验是无条件问题的 UMPU 检验.

第 8 章：估计量的比较

可以通过其风险来比较估计量.本章第 8.1 至 8.3 节定义了风险的概念，并讨论了风险的性质；
第 8.4 节简要介绍了敏感性和稳健性，第 8.5 节讨论了计算方面的问题.这两节未涉及具体细节.

8.1 风险的定义

=exp[log(λ)
n

∑
i=1

xi + log(μ)
m

∑
j=1

yj − nλ − mμ]
n

∏
i=1

1
xi!

m

∏
j=1

1
yj!

=exp[log(μ)(
n

∑
i=1

xi +
m

∑
j=1

yj)+ log(λ/μ)
n

∑
i=1

xi − nλ − mμ]h(x, y)

=exp [βT1(x, y) + γT2(x) − d(θ)]h(x, y)



考虑一个随机变量 X，其分布为 Pθ, θ ∈ Θ.令 T = T (X) 为一个对感兴趣参数 γ = g(θ) 的估计
量.一个风险函数 R(⋅, ⋅) 用于衡量因估计量误差导致的损失.风险取决于未知参数 θ 和估计量 T
，定义为

R(θ,T ) := Eθ(L(θ,T (X))),

其中 L(⋅, ⋅) 为给定的所谓损失函数.本书第 10 章将对此进行更详细的描述.

例子 8.1.1 检验的风险

考虑以下检验问题：

H0 : θ = θ0,

对比备择假设

H1 : θ = θ1.

令 ϕ(X) ∈ [0, 1] 为一个检验，则其风险定义为错误概率，即

R(θ,ϕ) = {

例子 8.1.2 估计量的风险

当 γ ∈ R 时，一个重要的风险度量是均方误差（MSE）：

R(θ,T ) := Eθ(T (X) − g(θ))2 =: MSEθ(T ).

[2]

8.2 风险与充分性

令 S = S(X) 为充分统计量.若已知充分统计量 S，则无需保留原始数据 X 即可不丢失信息.事
实上，以下引理表明，基于原始数据 X 的任何决策都可以用仅依赖于 S 的随机化决策 δ(S) 替
代，且其风险相同.

引理 8.2.1 假设 S 对于 θ 是充分的.令 d : X → A 为某一决策.则存在仅依赖于 S 的随机化决策
δ(S)，使得

R(θ, δ(S)) = R(θ, d), ∀θ.

证明：令 X ∗
s  为满足分布 P(X ∈ ⋅ ∣ S = s) 的随机变量.由构造可知，对于所有可能的 s，X ∗

s  和
X 在条件分布下相同，因此它们具有相同的分布形式.形式化地，令 Qθ 表示 S 的分布，则

Eθ0ϕ(X), 若 θ = θ0,
1 − Eθ1ϕ(X), 若 θ = θ1.



由此，取 δ(s) := d (X ∗
s )，引理得证.

8.3 Rao-Blackwell 定理

Rao-Blackwell 定理表明，对于凸损失，基于原始数据 X 的估计量可以用仅依赖于充分统计量
S 的估计量替代，而不会增加风险.在这种情况下不需要随机化.

引理 8.3.1 (Rao-Blackwell) 假设 S 对于 θ 是充分的.此外假设动作空间 A ⊂ Rp 是凸的，并且对
每个 θ，映射 a ↦ L(θ, a) 是凸的.令 d : X → A 为某一决策，并定义 d′(s) := E(d(X) ∣ S = s)

（假设其存在）.则

R (θ, d′) ≤ R(θ, d), ∀θ.

证明：Jensen 不等式表明对于凸函数 g，

E(g(X)) ≥ g(E(X)).

因此，对于所有 θ，

根据迭代期望引理，有

例子 8.3.1 均方误差

令 T  为对 g(θ) ∈ R 的估计量，并定义

R(θ,T ) := Eθ(T (X) − g(θ))2 =: MSEθ(T ).

令 S 为充分统计量， ~
T := E(T ∣ S).根据 Rao-Blackwell 引理，

R(θ, ~
T ) ≤ R(θ,T ), ∀θ.

均方误差可以分解为方差项和平方偏差项.由于 E ~
T = ET（依据迭代期望引理），因此有

varθ(
~
T ) ≤ varθ(T ), ∀θ.

与引理 5.2.2 和 5.3 节的 Lehmann-Scheffé 结果相比较.

Pθ (X ∗
S ∈ ⋅) = ∫ P (X ∗

s ∈ ⋅ ∣ S = s)dQθ(s)

= ∫ P(X ∈ ⋅ ∣ S = s)dQθ(s) = Pθ(X ∈ ⋅).

E(L(θ, d(X)) ∣ S = s) ≥ L(θ,E(d(X) ∣ S = s))

= L (θ, d′(s)).

R(θ, d) = EθL(θ, d(X))
= EθE(L(θ, d(X)) ∣ S)
≥ EθL (θ, d′(S)).



8.4 敏感性与稳健性

我们可以根据对数据中大误差的敏感性比较估计量.令 X1, … ,Xn 为随机变量 X 的独立同分布
样本.设 Tn := Tn (X1, … ,Xn) 为定义于每个样本量 n 的实值估计量，且在 X1, … ,Xn 中对称.

单个附加观测的影响

影响函数定义为

l(x) := (n + 1) (Tn+1 (X1, … ,Xn,x) − Tn (X1, … ,Xn)), x ∈ R.

崩溃点

令 m ≤ n，

ϵ(m) := sup
x∗

1,…,x∗
m

|T (x∗
1, … ,x∗

m,Xm+1, … ,Xn)|.

若 ϵ(m) := ∞，则称估计量在有 m 个异常值时会崩溃（break down）.崩溃点定义为

ϵ∗ := min{m : ϵ(m) = ∞}/n.

若估计量具有有界的影响函数和/或较大的崩溃点，则称其为稳健的.

8.5 计算方面的问题

如今，数据往往是高维的，参数的数量 p 也非常大.例如，最大似然估计需要对 p 个变量的函
数进行最大化，当 p 很大时，这可能非常困难.如果似然函数是非凸的，或者存在一些整数值
参数等问题，计算将更加复杂.此外，在第 10 章中，我们将研究贝叶斯理论，此时需要找到所
谓的“后验分布”，这在计算上通常非常困难（这也是 MCMC（蒙特卡洛马尔可夫链）算法被广
泛使用的原因）.显然，一个无法有效计算（例如无法在多项式时间内完成）的估计量在实际
中几乎没有价值.

第 9 章

等变统计量

正如我们在第 5 章中所看到的，在某些情况下，将注意力限制在满足特定理想属性的统计量
集合中可能是有用的.在第 5 章中，我们将研究范围限制在无偏估计量上.在本章中，等变性
（equivariance）将是关键概念.



数据由独立同分布的实值随机变量 X1, … ,Xn 构成.我们记 X := (X1, … ,Xn).相对于某种支
配测度 ν 的单个观测的密度记为 pθ，整个样本的密度为 pθ(x) = ∏i pθ (xi)，其中
x = (x1, … ,xn).

位置模型（Location Model）

在这种模型中，θ ∈ R 是一个位置参数，假设

Xi = θ + ϵi, i = 1, … ,n

目标是估计 θ.参数空间 Θ 和动作空间 A 均为实数集 R.假设 ϵ1, … , ϵn 是独立同分布的，且其密
度为已知函数 p0(⋅).

位置-尺度模型（Location-Scale Model）

在这种模型中，θ = (μ,σ)，其中 μ ∈ R 是位置参数，σ > 0 是尺度参数，假设

Xi = μ + σϵi, i = 1, … ,n

参数空间 Θ 和动作空间 A 均为 R × (0, ∞).假设 ϵ1, … , ϵn 是独立同分布的，且其密度为已知
函数 p0(⋅).

9.1 位置模型中的等变性

定义 9.1.1 若统计量 T = T (X) 对于任意常数 c ∈ R 和任意 x = (x1, … ,xn) 满足

T (x1 + c, … ,xn + c) = T (x1, … ,xn) + c，

则称 T  是位置等变统计量.

例子

T =

定义 9.1.2 若损失函数 L(θ, a) 对于所有 c ∈ R 满足

L(θ + c, a + c) = L(θ, a), (θ, a) ∈ R
2

⎧⎪⎨⎪⎩ X̄ 样本均值
X( n+1

2 ) 样本中位数（n 为奇数）

…



则称 L(θ, a) 是位置不变的.

在本节中，我们将位置等变性（位置不变性）简称为等变性（不变性），并假设损失函数
L(θ, a) 是不变的.

推论 9.1.1 若统计量 T  是等变的（且 L(θ, a) 是不变的），则

其中 L0[a] := L(0, a)，ε := (ϵ1, … , ϵn).由于 ε 的分布与 θ 无关，我们可以得出风险与 θ 无关.因
此可以在最后一个表达式中省略下标 θ：

R(θ,T ) = EL0[T (ε)].

由于当 θ = 0 时，X = ε，我们还可以写成

R(θ,T ) = E0L0[T (X)] = R(0,T ).

定义 9.1.3 若统计量 T  是等变的，且满足

R(θ,T ) = min
d 等变 

R(θ, d), ∀θ，

或者等价地，

R(0,T ) = min
d 等变 

R(0, d)，

则称 T  为一致最小风险等变统计量（UMRE）.

9.1.1 构造 UMRE 估计量

引理 9.1.1 设 Yi := Xi − Xn, i = 1, … ,n，以及 Y := (Y1, … ,Yn).则有

T  是等变的  ⇔ T (X) = T (Y) + Xn.

证明

R(θ,T ) = EθL(θ,T (X)) = EθL(0,T (X) − θ)
= EθL(0,T (X − θ)) = EθL0[T (ε)]

1. (⇒) 显然成立.
2. (⇐) 将 X 替换为 X + c，Y 保持不变（即 Y 是不变的）.因此，

T (X + c) = T (Y) + Xn + c = T (X) + c.



定理 9.1.1 设 Yi := Xi − Xn, i = 1, … ,n，Y := (Y1, … ,Yn)，定义

T ∗(Y) := arg min
v

E [L0 (v + ϵn) ∣ Y].

此外，令

T ∗(X) := T ∗(Y) + Xn.

则 T ∗ 是 UMRE 估计量.

证明

9.1.2 二次损失：Pitman 估计量

推论 9.1.2 若取二次损失

L(θ, a) := (a − θ)2
，

则有 L0[a] = a2.因此，对于 Y = X − Xn，

从而

T ∗(X) = Xn − E (ϵn ∣ Y).

1. 首先注意，Y 的分布不依赖于 θ，因此 T ∗ 确实是一个统计量.同时，由上面的引理可知 T ∗

是等变的.
2. 设 T  是一个等变统计量，则有 T (X) = T (Y) + Xn.因此，

T (X) − θ = T (Y) + ϵn.

3. 从而，

R(0,T ) = EL0 (T (Y) + ϵn) = EE [L0 (T (Y) + ϵn) ∣ Y].

4. 注意到

E [L0 (T (Y) + ϵn) ∣ Y] ≥ min
v

E [L0 (v + ϵn) ∣ Y]

= E [L0 (T ∗(Y) + ϵn) ∣ Y].

5. 因此，

R(0,T ) ≥ EE [L0 (T ∗(Y) + ϵn) ∣ Y] = R(0,T ∗).

T ∗(Y) = arg min
v

E [(v + ϵn)2 ∣ Y]

= −E (ϵn ∣ Y).



此估计量称为 Pitman 估计量.

为了进一步研究二次风险的情况，我们注意到：

fY (y) = ∫ f(y + z, z) dz.

引理 9.1.2 设损失为二次损失，且 p0 是 ε = (ϵ1, … , ϵn) 相对于 Lebesgue 测度的密度，则
UMRE 统计量为

T ∗(X) =
∫ zp0 (X1 − z, … ,Xn − z) dz

∫ p0 (X1 − z, … ,Xn − z) dz
.

证明

fY (y1, … , yn−1, 0) = ∫ p0 (y1 + z, … , yn−1 + z, z) dz.

fϵn(u) =
p0 (y1 + u, … , yn−1 + u,u)

∫ p0 (y1 + z, … , yn−1 + z, z) dz
.

E (ϵn ∣ y) =
∫ up0 (y1 + u, … , yn−1 + u,u) du

∫ p0 (y1 + z, … , yn−1 + z, z) dz
.

E (ϵn ∣ Y) =
∫ zp0 (X1 − z, … ,Xn − z) dz

∫ p0 (X1 − z, … ,Xn − z) dz
.

例子 9.1.1 均匀分布的未知中点

若 (X,Z) 的密度相对于 Lebesgue 测度为 f(x, z)，则 Y := X − Z 的密度为

1. 令 Y = X − Xn.随机向量 Y 的密度为

2. 因此，给定 Y = y = (y1, … , yn−1, 0)，ϵn 的条件密度为

3. 从而

4. 替换 Y 和 y，得

5. 由 T ∗(X) = Xn − E (ϵn ∣ Y)，证毕.



设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 U [θ − 1/2, θ + 1/2], θ ∈ R.则

p0(x) = 1{|x| ≤ 1/2}.

可得

max
1≤i≤n

|xi − z| ≤ 1/2 ⇔ x(n) − 1/2 ≤ z ≤ x(1) + 1/2，

从而

p0 (x1 − z, … ,xn − z) = 1{x(n) − 1/2 ≤ z ≤ x(1) + 1/2}.

定义

T1 := X(n) − 1/2, T2 := X(1) + 1/2，

则 UMRE 估计量为

T ∗ = (∫
T2

T1

z dz)/(∫
T2

T1

dz) =
T1 + T2

2
=

X(1) + X(n)

2
.

9.1.3 不变统计量

我们现在考虑更一般的不变统计量 Y.

定义 9.1.4 若映射 Y : Rn → Rn 满足

Y(x) = Y(x′) ⇔ ∃c : x = x′ + c,

则称其为最大不变统计量（maximal invariant）.
（常数 c 可依赖于 x 和 x′.）

例子
映射 Y(x) := x − xn 是最大不变统计量：

更一般地，若 d(X) 是等变的，则 Y := X − d(X) 是最大不变统计量.

定理 9.1.2

设 d(X) 是等变的，令 Y := X − d(X)，并定义

T ∗(Y) := arg min
v

E [L0(v + d(ε)) ∣ Y]，

则

(⇐) 显然成立；

(⇒) 若 x − xn = x′ − x′
n，则有 x = x′ + (xn − x′

n).



T ∗(X) := T ∗(Y) + d(X)

是 UMRE 估计量.

证明

9.1.4 二次损失与巴苏引理（Basu's Lemma）

对于二次损失（L0[a] = a2），上述定理中 T ∗(Y) 的定义为

T ∗(Y) = −E(d(ε) ∣ Y) = −E0(d(X) ∣ X − d(X))，

因此

T ∗(X) = d(X) − E0(d(X) ∣ X − d(X)).

对于等变估计量 T，有

T  是 UMRE  ⇔ E0(T (X) ∣ X − T (X)) = 0.

由此可得以下结论：

巴苏引理
设 X 的分布为 Pθ, θ ∈ Θ，若 T  是充分且完全的统计量，且 Y = Y (X) 的分布不依赖于 θ，则
对于所有 θ，T  和 Y  在 Pθ 下独立.

证明

1. 设 T  是等变估计量，则

T (X) = T (X − d(X)) + d(X)
= T (Y) + d(X).

2. 因此

E [L0(T (ε)) ∣ Y] = E [L0(T (Y) + d(ε)) ∣ Y]
≥ min

v
E [L0(v + d(ε)) ∣ Y].

3. 使用迭代期望引理可得结论.

1. UMRE 估计量是无偏的：从右侧条件可推出 E0T = 0，进而 Eθ(T ) = θ 对所有 θ 成立.

2. 反之亦然：若 T  是等变且无偏的估计量，且 T (X) 和 X − T (X) 独立，则 T  是 UMRE.

1. 令 A 为某可测集合，并定义



例子 9.1.2

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的 N (θ,σ2) 随机变量，其中 σ2 已知.令 T := X̄.

根据巴苏引理，X̄ 和 X − X̄ 独立，因此 X̄ 是 UMRE 估计量.

备注

9.2 在位置-尺度模型中的等变性 ⋆

位置-尺度模型

假设

Xi = μ + σϵi, i = 1, … ,n

未知参数为 θ = (μ,σ)，其中 μ ∈ R 是位置参数，σ > 0 是尺度参数.参数空间 Θ 和作用空间 A
均为 R × R+，其中 R+ = (0, ∞).假设 ε = (ϵ1, … , ϵn) 的分布已知.

定义 9.2.1

若统计量 T = T (X) = (T1(X),T2(X)) 对于任意常数 b ∈ R, c ∈ R+ 和任意 x = (x1, … ,xn) 满
足

T (b + cx1, … , b + cxn) = b + cT (x1, … ,xn)

h(T ) := P(Y ∈ A ∣ T ) − P(Y ∈ A).

2. 注意到因 T  是充分的，P(Y ∈ A ∣ T ) 不依赖于 θ.由于

Eθh(T ) = 0, ∀θ，

根据 T  的完备性，可得

h(T ) = 0,  在 Pθ 上几乎处处成立 ∀θ，

即

P(Y ∈ A ∣ T ) = P(Y ∈ A),  在 Pθ 上几乎处处成立 ∀θ.

3. 由于 A 是任意的，因此条件分布 P(Y ∈ ⋅ ∣ T ) 等于无条件分布 P(Y ∈ ⋅)，从而 T  和 Y  在
Pθ 下独立.

1. X̄ 是充分且完全统计量；

2. Y := X − X̄ 的分布不依赖于 θ.

1. 即使 θ 已知或 σ2 未知，X̄ 和 X − X̄ 的独立性仍然成立.

2. 样本均值 X̄ 和样本方差 S 2 = ∑n
i=1(Xi − X̄)2/(n − 1) 独立，因为 S 2 是 X − X̄ 的函数.



且

T2(b + cx1, … , b + cxn) = cT2(x1, … ,xn),

则称 T  为位置-尺度等变统计量.

定义 9.2.2

若损失函数 L(μ,σ, a1, a2) 对于任意 (μ, a1, b) ∈ R
3, (σ, a2, c) ∈ R3

+ 满足

L(b + cμ, cσ, b + ca1, ca2) = L(μ,σ, a1, a2),

则称 L 为位置-尺度不变损失函数.

在本节中，位置-尺度等变（不变）简记为等变（不变），并假设损失函数 L(θ, a) 是不变的.

推论 9.2.1

若 T  是等变的（且 L(θ, a) 是不变的），则

其中 L0(a1, a2) := L(0, 1, a1, a2).由此可知风险不依赖于 θ.因此在最后的表达式中可以省略下标
θ：

R(θ,T ) = EL0(T (ε))

定义 9.2.3

若统计量 T  满足

R(θ,T ) = min
d 等变 

R(θ, d), ∀θ,

或等价地，

R(0, 1,T1,T2) = min
d 等变 

R(0, 1, d1, d2),

则称 T  为统一最小风险等变（UMRE）统计量.

R(θ,T ) = EθL(μ,σ,T1(X),T2(X))

= EθL(0, 1,
T1(X) − μ

σ
,
T2(X)

σ
)

= EθL (0, 1,T1(ε),T2(ε)) = EθL0(T (ε))



9.2.1 构造 UMRE 估计量 ⋆

定理 9.2.1

假设 d(X) 是等变的.令

Y :=
X − d1(X)

d2(X)

和

T ∗(Y) := arg min
a1∈R,a2∈R+

E [L0(d1(ε) + d2(ε)a1, d2(ε)a2) ∣ Y],

则

T ∗(X) := (
d1(X) + d2(X)T ∗

1 (Y)

d2(X)T ∗
2 (Y)

)

是 UMRE 估计量.

证明

Y =
X − d1(X)

d2(X)
=

ε − d1(ε)

d2(ε)
,

因此

ε = d1(ε) + d2(ε)Y.

由此得证.

9.2.2 二次损失 ⋆

对于二次损失函数 (L0 (a1, a2) := a2
1)，上节定理中 T ∗(Y) 的定义为

T ∗(Y) = arg min
a1∈R

E [(d1(ε) + d2(ε)a1)2 ∣ Y].

于是，我们有以下结论：

1. 由等变性可得：

2. 设 T  是等变估计量，则

EL0(T1(ε),T2(ε)) = EL0(T1(d1(ε) + d2(ε)Y),T2(d1(ε) + d2(ε)Y))
= EL0(d1(ε) + d2(ε)T1(Y), d2(ε)T2(Y))
= EE [L0(d1(ε) + d2(ε)T1(Y), d2(ε)T2(Y)) ∣ Y]
≥ E min

a1∈R,a2∈R+

E [L0(d1(ε) + d2(ε)a1, d2(ε)a2) ∣ Y]

= EE [L0(d1(ε) + d2(ε)T ∗
1 (Y), d2(ε)T ∗

2 (Y)) ∣ Y].



引理 9.2.1

假设 d 是等变的，且充分且完全，则

T ∗(X) := d1(X) − d2(X)
Ed1(ε)d2(ε)

Ed2
2(ε)

是 UMRE.

证明
根据 Basu 引理，d 和 Y 是独立的.因此

E [(d1(ε) + d2(ε)a1)2 ∣ Y] = E(d1(ε) + d2(ε)a1)2.

此外，

arg min
a1∈R

E(d1(ε) + d2(ε)a1)2 = −
Ed1(ε)d2(ε)

Ed2
2(ε)

.

由此得证.

例 9.2.1

正态分布均值的 UMRE：未知 σ2

设 X1, … ,Xn 是独立同分布的，且服从 N (μ,σ2) 分布.定义

d1(X) := X̄, d2(X) := S,

其中 S 2 是样本方差：

S 2 :=
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X̄)
2
.

显然，d 是等变的.此外，由例 4.3.6 可知，d 是充分的，应用引理 5.4.1 可知 d 也是完全的.此
外，

Ed1(ε) = Eϵ̄ = 0，

并且根据例 9.1.2（Basu 引理的结果），我们知道 d1(X) = X̄ 和 d2(X) = S 是独立的.因此，

Ed1(ε)d2(ε) = Ed1(ε)Ed2(ε) = 0.

由此可得，T ∗(X) = X̄ 是 UMRE.

第十章

决策理论



在本章中，观测随机变量（即数据）记为 X ∈ X，其分布为 P ∈ P.概率模型为
P := {Pθ : θ ∈ Θ}，其中 θ 是未知参数.

在一些特定情况下，我们将 X 替换为向量 X = (X1, … ,Xn)，其中 X1, … ,Xn 是独立同分布
的，其分布为 P ∈ {Pθ : θ ∈ Θ}（因此 X 的分布为 P := ∏n

i=1 P ∈ {Pθ = ∏n
i=1 Pθ : θ ∈ Θ}）.

10.1 决策及其风险

我们在第八章中定义了风险函数，这里将更为正式地阐述这一概念.令 A 为行动空间.

给定观测值 X，我们决定采取 A 中的某一行动.因此，决策是一个映射 d : X → A，其中 d(X)

为采取的行动.如果 A = R，通常称决策为估计量（如记为 T）.如果 A = {0, 1} 或 A = [0, 1]，
通常称决策为检验（如记为 ϕ）.

损失函数（Verlustfunktion） 是一个映射：

L : Θ × A → R,

其中 L(θ, a) 表示参数值为 θ 时，采取行动 a 所导致的损失.

决策 d(X) 的风险定义为：

R(θ, d) := EθL(θ, d(X)), θ ∈ Θ.

例 10.1.1 参数估计
在估计感兴趣的参数 g(θ) ∈ R 的情况下，行动空间为 A = R（或其子集）.常见的损失函数包
括：

L(θ, a) := w(θ)|g(θ) − a|r,

其中 w(⋅) 是给定的非负权重，r ≥ 0 是给定的幂次.相应的风险为：

R(θ, d) = w(θ)Eθ|g(θ) − d(X)|r.

一个特例是取 w ≡ 1 且 r = 2.此时，损失函数为 L(θ, a) = (g(θ) − a)2，称为二次损失，而

R(θ, d) = Eθ|g(θ) − d(X)|2

称为均方误差.

当 A = R 时，表示估计一个实值参数.

当 A = {0, 1} 时，表示检验假设.

当 A = [0, 1] 时，表示随机化检验.
当 A = {区间} 时，表示置信区间.



例 10.1.2 检验问题
考虑检验假设：

H0 : θ ∈ Θ0,

与备择假设：

H1 : θ ∈ Θ1.

这里，Θ0 和 Θ1 是给定的参数空间子集，且 Θ0 ∩ Θ1 = ∅.行动空间为 A = {0, 1}，损失函数
为：

L(θ, a) :=

其中 c > 0 是给定常数.相应的风险为：

R(θ, d) =

因此，风险对应于第一类错误和第二类错误的概率.

注：
最优决策 d 是风险 R(θ, d) 最小的决策.然而，由于 θ 是未知的，比较两个决策函数 d1 和 d2 时
可能出现问题：R(θ, d1) 在某些 θ 值下可能小于 R(θ, d2)，而在其他 θ 值下却可能大于 R(θ, d2).

例 10.1.3 均值估计
我们回顾例 5.2.1.设 X ∈ R，令 g(θ) = EθX := μ，并取二次损失函数：

L(θ, a) := |μ − a|2.

假设 varθ(X) = 1 对所有 θ 都成立.考虑以下决策集合：

dλ(X) := λX, 0 ≤ λ ≤ 1.

其风险为：

"最优" 的 λ 值为：

λopt :=
μ2

1 + μ2
，

因为该值最小化了 R(θ, dλ).然而，λopt 依赖于未知参数 μ，因此 dλopt(X) 不能作为估计量.

⎧⎪⎨⎪⎩1 若 θ ∈ Θ0 且 a = 1,
c 若 θ ∈ Θ1 且 a = 0,
0 其他情况,

⎧⎪⎨⎪⎩Pθ(d(X) = 1) 若 θ ∈ Θ0,
cPθ(d(X) = 0) 若 θ ∈ Θ1,
0 其他情况.

R(θ, dλ) = var(λX) + bias2
θ(λX)

= λ2 + (λ − 1)2μ2.



各种最优性概念

我们将讨论三种最优性概念：可容性（Admissibility, Zulässigkeit）、极小极大（Minimax）
和贝叶斯最优性（Bayes）.

10.2 可容性决策

定义 10.2.1

当满足以下条件时，决策 d′ 被称为严格优于 d：

R (θ, d′) ≤ R(θ, d), ∀θ，

且

∃θ : R (θ, d′) < R(θ, d).

当存在 d′ 严格优于 d 时，称 d 是不可容的（inadmissible）.

例 10.2.1 仅利用一个观测值

设 n ≥ 2，X1, … ,Xn 是独立同分布的随机变量，且 g(θ) := Eθ (Xi) := μ，var (Xi) = 1（对
所有 i）.采用二次损失 L(θ, a) := |μ − a|2.考虑以下两个决策：

则对于任意 θ：

R (θ, d′) =
1
n

, R(θ, d) = 1.

因此，d 是不可容的.

注意：

10.2.1 不使用数据的决策是可容的

1. d′ (X1, … ,Xn) := X̄n，即样本均值；

2. d (X1, … ,Xn) := X1，即第一个样本值.

要证明某个决策 d 是不可容的，只需找到一个严格优于它的 d′ 即可.

然而，要证明某个决策 d 是可容的，需要验证不存在任何严格优于它的 d′.这通常需要考虑
所有可能的 d′.



令 L(θ, a) := |g(θ) − a|r，并令 d(X) := g(θ0)，其中 θ0 是某个固定值.

引理 10.2.1

假设 Pθ0  主导（dominates）Pθ 对所有 θ 都成立，则 d 是可容的.

证明：

假设 d′ 优于 d，则有：

Eθ0 g (θ0) − d′(X) r ≤ 0.

这意味着：

由 (10.1) 可知：

Pθ0 (d
′(X) ≠ g (θ0)) = 0.

假设 Pθ0  主导 Pθ，则有：

Pθ (d′(X) ≠ g (θ0)) = 0, ∀θ.

因此，对于所有 θ，都有 d′(X) = g (θ0), Pθ -几乎处处成立，从而：

R (θ, d′) = R(θ, d).

所以，d′ 并未严格优于 d，从而 d 是可容的.

10.2.2 Neyman-Pearson 检验是可容的

考虑检验问题：

H0 : θ = θ0,

与备择假设：

H1 : θ = θ1.

定义检验 ϕ 的风险 R(θ,ϕ) 为第一类错误和第二类错误的概率：

R(θ,ϕ) := {

令 p0 和 p1 分别为 Pθ0  和 Pθ1  相对于某个主导测度 ν 的密度（例如 ν = Pθ0 + Pθ1）.一个
Neyman-Pearson 检验定义为（见第 7.1 节）：

∣ ∣d′(X) = g (θ0), Pθ0-几乎处处成立 (10.1)

Eθϕ(X), θ = θ0,
1 − Eθϕ(X), θ = θ1.



ϕNP :=

其中 0 ≤ q ≤ 1，0 ≤ c < ∞ 是给定的常数.

引理 10.2.2

Neyman-Pearson 检验是可容的，当且仅当以下两种情况之一成立：

证明：

假设 R (θ0,ϕ) < R (θ0,ϕNP).根据 Neyman-Pearson 引理，我们知道要么 R (θ1,ϕ) > R (θ1,ϕNP)

（即 ϕ 并不优于 ϕNP），要么 c = 0.但当 c = 0 时，有 R (θ1,ϕNP) = 0，即 ϕNP 的功效为 1.

类似地，若假设 R (θ1,ϕ) < R (θ1,ϕNP)，则由 Neyman-Pearson 引理可得
R (θ0,ϕ) > R (θ0,ϕNP)，因为假设 c < ∞.

10.3 极小极大决策

定义 10.3.1

一个决策 d 被称为极小极大（minimax）的，如果满足

sup
θ

R(θ, d) = inf
d′

sup
θ

R (θ, d′)

也就是说，极小极大准则关注的是在最坏情况下表现最好的决策.

10.3.1 极小极大 Neyman-Pearson 检验

引理 10.3.1

Neyman-Pearson 检验 ϕNP 是极小极大的，当且仅当

R (θ0,ϕNP) = R (θ1,ϕNP).

证明：
令 ϕ 为一个检验，并令 j = 0, 1 时，

rj := R (θj,ϕNP), r′
j := R (θj,ϕ).

假设 r0 = r1 且 ϕNP 不是极小极大的，则对于某个检验 ϕ，

max
j

r′
j < max

j
rj.

⎧⎪⎨⎪⎩1, 若 p1/p0 > c,
q, 若 p1/p0 = c,
0, 若 p1/p0 < c,

1. 其检验功效严格小于 1；
2. 它在所有功效为 1 的检验中具有最小的显著性水平.



这意味着同时存在：

r′
0 < r0, r′

1 < r1.

根据 Neyman-Pearson 引理，这是不可能的.
令 S = {(R (θ0,ϕ),R (θ1,ϕ)) : ϕ : X → [0, 1]}，注意到 S 是凸集.如果 r0 < r1，我们可以找到
一个检验 ϕ，使得 r0 < r′

0 < r1 且 r′
1 < r1.因此，ϕNP 不是极小极大的.同理，若 r0 > r1 时亦

然.

10.4 贝叶斯决策

假设参数空间 Θ 是一个可测空间，并赋予其概率测度 Π.我们称 Π 为先验分布（a priori

distribution）.

定义 10.4.1

贝叶斯风险（Bayes risk）相对于概率测度 Π 定义为

r(Π, d) := ∫
Θ
R(ϑ, d)dΠ(ϑ).

一个决策 d 被称为相对于 Π 的贝叶斯最优（Bayes optimal），如果

r(Π, d) = inf
d′

r (Π, d′).

假设 Π 相对于某个主导测度 μ 有密度 w := dΠ/dμ，则可以写为

r(Π, d) = ∫
Θ
R(ϑ, d)w(ϑ)dμ(ϑ) := rw(d).

因此，贝叶斯风险可以理解为风险的加权平均.例如，可以对“重要”的 θ 值赋予更高的权重.

10.4.1 贝叶斯检验

重新考虑检验问题：

H0 : θ = θ0,

与备择假设：

H1 : θ = θ1.

令损失函数为：

L (θ0, a) := a, L (θ1, a) := 1 − a，

先验权重为：



w (θ0) =: w0, w (θ1) =: w1 = 1 − w0.

则贝叶斯风险为：

rw(ϕ) := w0R (θ0,ϕ) + w1R (θ1,ϕ).

取 0 < w0 = 1 − w1 < 1.

引理 10.4.1

贝叶斯检验为：

ϕBayes =

证明：

选择 ϕ ∈ [0, 1] 来最小化 ϕ (w0p0 − w1p1)，最优选择为：

ϕ =

其中 q 可以取任意 0 和 1 之间的值.

注意：

2rw (ϕBayes) = 1 − ∫ |w1p1 − w0p0|.

特别地，当 w0 = w1 = 1/2 时，

2rw (ϕBayes) = 1 − ∫ |p1 − p0|/2，

即，当两个密度函数接近时，风险较大.

10.5 贝叶斯估计的构造

设 X 的分布为 P ∈ P := {Pθ : θ ∈ Θ}.假设 P 被一个（σ -有限的）测度 ν 主导，且
pθ = dPθ/dν 为密度函数.令 Π 为 Θ 上的先验分布，其密度为 w := dΠ/dμ.我们将 pθ 理解为 θ
已知时 X 的条件密度，记为：

pθ(x) = p(x ∣ θ), x ∈ X .

此外，定义边际密度为：

⎧⎪⎨⎪⎩1, 若 p1/p0 > w0/w1,
q, 若 p1/p0 = w0/w1,
0, 若 p1/p0 < w0/w1.

rw(ϕ) = w0 ∫ ϕp0 + w1 (1 − ∫ ϕp1)

= ∫ ϕ (w0p0 − w1p1) + w1.

⎧⎪⎨⎪⎩1, 若 w0p0 − w1p1 < 0,
q, 若 w0p0 − w1p1 = 0,
0, 若 w0p0 − w1p1 > 0,



p(⋅) := ∫
Θ
p(⋅ ∣ ϑ)w(ϑ)dμ(ϑ).

定义 10.5.1

θ 的后验密度为：

w(ϑ ∣ x) = p(x ∣ ϑ)
w(ϑ)

p(x)
, ϑ ∈ Θ, x ∈ X .

引理 10.5.1

给定数据 X = x，将 θ 视为具有密度 w(ϑ ∣ x) 的随机变量.定义：

l(x, a) := E[L(θ, a) ∣ X = x] = ∫
Θ
L(ϑ, a)w(ϑ ∣ x)dμ(ϑ)，

d(x) := arg min
a

l(x, a).

则 d 为贝叶斯决策 dBayes.

证明：

推论 10.5.1

贝叶斯决策为：

dBayes(X) = arg min
a∈A

l(X, a)，

其中：

rw (d′) = ∫
Θ
R (ϑ, d′)w(ϑ)dμ(ϑ)

= ∫
Θ
[∫

X

L (ϑ, d′(x))p(x ∣ ϑ)dν(x)]w(ϑ)dμ(ϑ)

= ∫
X

[∫
Θ
L (ϑ, d′(x))w(ϑ ∣ x)dμ(ϑ)]p(x)dν(x)

= ∫
X

l (x, d′(x))p(x)dν(x)

≥ ∫
X

l(x, d(x))p(x)dν(x)

= rw(d).

l(x, a) = E(L(θ, a) ∣ X = x) = ∫ L(ϑ, a)w(ϑ ∣ x)dμ(ϑ)

= ∫ L(ϑ, a)gϑ(S(x))w(ϑ)dμ(ϑ)h(x)/p(x).



因此：

dBayes(X) = arg min
a∈A

∫ L(ϑ, a)gϑ(S)w(ϑ)dμ(ϑ)，

这仅依赖于充分统计量 S.

10.5.1 贝叶斯检验的重新审视

考虑检验问题：

H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1，

损失函数为：

L (θ0, a) := a, L (θ1, a) := 1 − a, a ∈ {0, 1}.

则：

l(x,ϕ) = ϕw0p0(x)/p(x) + (1 − ϕ)w1p1(x)/p(x).

因此：

arg min
ϕ

l(⋅,ϕ) =

10.5.2 贝叶斯估计量的二次损失情况

在以下结果中，我们将用到：

引理 10.5.2

设 Z 为实值随机变量，则：

arg min
a∈R

E(Z − a)2 = EZ.

证明：

E(Z − a)2 = var(Z) + (a − EZ)2.

对于 A = R 且 Θ ⊆ R，若 L(θ, a) := |θ − a|2，则：

dBayes(X) = E(θ ∣ X).

对于二次损失，假设 T = E(θ ∣ X)，则一个估计量 T ′ 的贝叶斯风险为：

⎧⎪⎨⎪⎩1, 若 w1p1 > w0p0,
q, 若 w1p1 = w0p0,
0, 若 w1p1 < w0p0.



rw (T
′) = E var(θ ∣ X) + E(T − T ′)

2
，

（参见引理 5.2.2）.这一结论可通过如下直接计算得出：

其中 θ 是随机变量：

10.5.3 贝叶斯估计量与最大后验估计量（MAP）

再次考虑 Θ ⊆ R 的情形，且 A = Θ，损失函数为 L(θ, a) := 1{|θ − a| > c}，其中 c > 0 是给定
的常数.则：

l(x, a) = Π(|θ − a| > c ∣ X = x) = ∫
|ϑ−a|>c

w(ϑ ∣ x)dϑ.

当 c → 0 时，有：

1 − l(x, a)
2c

=
Π(|θ − a| ≤ c ∣ X = x)

2c
≈ w(a ∣ x) = p(x ∣ a)

w(a)

p(x)
.

因此，当 c 较小时，贝叶斯规则近似为：

d0(x) := arg max
a∈Θ

p(x ∣ a)w(a).

估计量 d0(X) 称为最大后验估计量（MAP）.如果 w 是 Θ 上的均匀分布密度（仅当 Θ 有界时存
在），则 d0(X) 为最大似然估计量.

10.5.4 三个具体例子

在许多例子中，后验分布 w(ϑ ∣ x) 的完整表达式不必展开，这样可以节省大量工作.首先关注
其如何依赖于 ϑ，其他部分可以在之后通过积分等理论手段（尽管可能计算上复杂）获得.我
们回顾符号 ∝（见 4.9 节）.例如，可写为：

因为边际密度 p(x) 不依赖于 ϑ.

在以下三个例子中，后验分布与先验分布属于同一分布族.我们称此类先验分布为对应分布的
共轭先验分布.

rw (T ′) = ∫ R (ϑ,T ′)w(ϑ)dμ(ϑ)

= ER (θ,T ′) = E(θ − T ′)2

= E [E ((θ − T ′)2 ∣ X)]，

E ((θ − T ′)2 ∣ X) = E ((θ − T )2 ∣ X) + (T − T ′)2

= var(θ ∣ X) + (T − T ′)
2
.

w(ϑ ∣ x) = p(x ∣ ϑ)w(ϑ)/p(x)
∝ p(x ∣ ϑ)w(ϑ)，



例子 10.5.1 带伽马先验的泊松分布

假设在给定 θ 的情况下，X 服从参数为 θ 的泊松分布，且 θ 服从 Gamma(k,λ) 分布.θ 的密度
为：

w(ϑ) = λkϑk−1e−λϑ/Γ(k)，

其中：

Γ(k) = ∫
∞

0
e−zzk−1dz.

Gamma(k,λ) 分布的均值为：

Eθ = ∫
∞

0
ϑw(ϑ)dϑ =

k

λ
.

后验密度为：

其中 c(x, k,λ) 使得：

∫ w(ϑ ∣ x)dϑ = 1.

使用 ∝ 符号表示：

可以看出，这节省了大量书写.我们识别出 w(ϑ ∣ x) 是 Gamma(k + x, 1 + λ) 分布的密度.

E(θ ∣ X) =
k + X

1 + λ
.

k + X − 1
1 + λ

.

例子 10.5.2 带 Beta 先验的二项分布

w(ϑ ∣ x) = p(x ∣ ϑ)
w(ϑ)

p(x)

= e−ϑ ϑ
x

x!
λkϑk−1e−λϑ/Γ(k)

p(x)

= e−ϑ(1+λ)ϑk+x−1c(x, k,λ)，

w(ϑ ∣ x) ∝ p(x ∣ ϑ)w(ϑ)

∝ e−ϑ(1+λ)ϑk+x−1.

带二次损失的贝叶斯估计量为：

最大后验估计量为：



假设在给定 θ 的情况下，X 服从 Binomial(n, θ) 分布，且 θ 在 [0, 1] 上均匀分布.则：

w(ϑ ∣ x) = (n
x
)ϑx(1 − ϑ)n−x/p(x).

这是 Beta(x + 1,n − x + 1) 分布的密度.因此，带二次损失的贝叶斯估计量为：

E(θ ∣ X) =
X + 1
n + 2

.

更一般地，假设 X ∼ Binomial(n, θ) 且 θ 具有 Beta(r, s) 先验分布：

w(ϑ) =
Γ(r + s)
Γ(r)Γ(s)

ϑr−1(1 − ϑ)s−1, 0 < ϑ < 1，

其中 r 和 s 为给定的正数.先验期望为：

Eθ =
r

r + s
.

带二次损失的贝叶斯估计量为后验期望：

E(θ ∣ X) =
X + r

n + r + s
.

10.5.3 正态分布的贝叶斯估计与最大后验估计量（MAP）

假设 X ∼ N (θ, 1) 且 θ ∼ N (c, τ 2)，其中 c 和 τ 2 是已知常数.后验密度为：

因此，带二次损失的贝叶斯估计为：

TBayes = E(θ ∣ X) =
τ 2X + c

τ 2 + 1
.

10.6 贝叶斯方法的讨论

主观性问题

对贝叶斯方法的主要反对意见在于它通常是主观的.最终的估计量对先验分布的选择非常敏感.
然而，贝叶斯方法非常强大，且在许多情况下显得自然.如果先验是从之前的数据集中获得

w(ϑ ∣ x) =
p(x ∣ ϑ)w(ϑ)

p(x)

∝ ϕ(x − ϑ)ϕ( ϑ − c

τ
)

∝ exp [−
1
2
{(x − ϑ)2 +

(ϑ − c)2

τ 2
}]

∝ exp[−
1
2
{ϑ −

τ 2x + c

τ 2 + 1
}

2 1 + τ 2

τ 2
].



的，那么上述的主观性问题会变得不那么显著.此外，在具有多个未知参数的复杂模型中，贝
叶斯方法是开发合理算法的重要工具.

可信区间

参数的（频率论意义的）置信区间可能难以找到，而且对于“非专家”来说难以解释.贝叶斯版
本的置信区间称为可信区间（credibility set），一般被认为是一个更直观的概念.例如，对于
实值参数 θ，(1 − α) 可信区间定义为：

I := [θ̂L(X), θ̂R(X)]，

其中端点 θ̂L 和 θ̂R 满足：

∫
θ̂R(X)

θ̂L(X)
w(ϑ ∣ X)dϑ = (1 − α).

也就是说，这是一个后验概率为 (1 − α) 的区间.然而，一个 (1 − α) 可信区间通常不是 (1 − α)

置信区间，即从频率论的角度看，其性质并不总是明确的.

实用观点

贝叶斯方法对构造估计量非常有用.我们可以随后研究贝叶斯方法的频率论性质.例如，对于
Binomial(n, θ) 模型，假设 θ 具有均匀先验分布，则贝叶斯估计为：

θ̂Bayes (X) =
X + 1
n + 2

.

给定此估计量，我们可以“忘记”它是通过贝叶斯方法得到的，并研究其（频率论）均方误差等
性质.

复杂度正则化

以下是一个“玩具”例子，说明贝叶斯方法如何帮助构造有用的估计方法.假设 X1, … ,Xn 是独
立随机变量，其中 Xi ∼ N (θi, 1)，且 n 个参数 θi 均未知.这是观测数与未知参数数目相等的情
况，需要复杂度正则化.

复杂度正则化（见第 16 章）意味着原则上允许任何参数值，但对于选择“复杂”值会付出代
价.“复杂性”的含义依具体情况而定.在此例中，“复杂性”是稀疏性的对立面，稀疏性定义为向量
ϑ 非零元素的个数.考虑如下估计量：

θ̂ := arg min
ϑ∈Rn

n

∑
i=1

(Xi − ϑi)
2 + 2λ

n

∑
i=1

|ϑi|，



其中 λ > 0 是正则化参数.注意，当 λ = 0 时，有 θ̂i = Xi；而当 λ = ∞ 时，有 θ̂ ≡ 0.随着 λ 增
大，估计量越稀疏.事实上，可以验证，对于 i = 1, … ,n：

θ̂i = .

这称为软阈值估计量（soft thresholding estimator）.该方法对应于带有双指数（也称拉普拉
斯）先验的贝叶斯最大后验估计.假设先验为 θ1, … , θn 独立同分布，其密度为：

w(z) =
1

τ√2
exp[−

√2|z|
τ
], z ∈ R，

其中 τ > 0 为先验的尺度参数（τ 2 为该分布的方差）.给定 X1, … ,Xn，向量 θ 的后验分布
为：

w (ϑ ∣ X1, … ,Xn) ∝ (2π)−n/2 exp[−
∑n

i=1 (Xi − ϑi)
2

2
]× (2πτ)−n/2 exp[−

√2∑n
i=1 |ϑi|

τ
].

因此，带有正则化参数 λ = √2/τ  的 θ̂ 是最大后验估计量.

贝叶斯方法作为理论工具

在第 11 章中，我们将说明贝叶斯方法可以作为证明频率论下界等结果的工具.例如，具有常数
风险的贝叶斯估计量也是极小极大估计量.此类结果的核心思想是寻找“最坏的先验分布”.

10.7 积分去除参数 ⋆

为了构造灵活的先验分布，可以将其建模为依赖于另一个“超参数” τ，即：

w(ϑ) := w(ϑ ∣ τ).

在固定 τ  的情况下，将 ϑ 积分去除后，X 的密度为：

~p(x ∣ τ) := ∫ p(x ∣ ϑ)w(ϑ ∣ τ)dμ(ϑ).

可以通过例如最大似然法（通常计算较为困难）或矩方法估计 τ，从而得到基于估计参数 τ̂  的
先验 w(ϑ ∣ τ̂).这种基于数据的先验称为经验贝叶斯（empirical Bayes）方法.

例 10.7.1：具有超参数的伽马先验泊松分布

假设 X1, … ,Xn 相互独立，且 Xi 服从泊松分布 Poisson(θi)，其中 i = 1, … ,n.假设 θ1, … , θn
是独立同分布的，且服从 Gamma(k,λ) 分布，即每个的先验密度为：

w(z ∣ k,λ) = e−λzzk−1λk/Γ(k), z > 0.

⎧⎪⎨⎪⎩Xi − λ Xi > λ

0 |Xi| ≤ λ

Xi + λ Xi < −λ



此处 k 和 λ 被视为超参数.则 X1, … ,Xn 的联合密度为：

其中 p := λ/(1 + λ).因此，在 ~p(⋅ ∣ k,λ) 下，观测值 X1, … ,Xn 是独立的，且 Xi 服从负二项
分布，其参数为 k 和 p（可参考负二项分布公式，见例如例 2.4.1）.通过直接计算或查阅教材
可得负二项分布的均值和方差：

E (Xi ∣ k,λ) =
k(1 − p)

p
=

k

λ
，

var (Xi ∣ k,λ) =
k(1 − p)

p2 =
k(1 + λ)

λ2 .

我们使用矩方法估计 k 和 λ.令 X̄n 为样本均值，S 2
n := ∑n

i=1 (Xi − X̄n)
2
/(n − 1) 为样本方差.

解以下方程：

k̂

λ̂
= X̄n,

k̂(1 + λ̂)

λ̂2
= S 2

n，

得到：

k̂ =
X̄ 2

n

S 2
n − X̄n

, λ̂ =
X̄n

S 2
n − X̄n

.

对于给定的 k 和 λ，θi 的贝叶斯估计如例 10.5.1 中所示.将估计值 k̂ 和 λ̂ 代入后得到经验贝叶
斯估计量：

θ̂i =
Xi + k̂

1 + λ̂
= Xi(1 −

X̄n

S 2
n

)+
X̄ 2

n

S 2
n

, i = 1, … ,n.

Xi 本身是 θi 的最大似然估计值（MLE）.可以看出，经验贝叶斯估计量 θ̂i 使用所有观测值来
估计特定的 θi.经验贝叶斯估计量 θ̂i 是 Xi 和 X̄n 的凸组合：

θ̂i = (1 − α)Xi + αX̄n,

其中 α = X̄n/S 2
n .如果总体样本的均值和方差大致相等（即总体样本接近泊松分布），则 α 通

常接近 1.

第十一章

证明可容性与极小极大性

~p (x1, … ,xn ∣ k,λ)

∝ ∫ (e−∑n
i=1 ϑi

n

∏
i=1

ϑxi

i e−λ∑n
i=1 ϑi

n

∏
i=1

ϑk−1
i

λk

Γ(k)
)dϑ1 ⋯ dϑn

=
n

∏
i=1

Γ (xi + k)

Γ(k)
pk(1 − p)xi+k−1,



贝叶斯估计对于顽固的频率派研究者也非常有用.它们可以用来构造极小极大（minimax）或
可容（admissible）的估计量，或者验证某个估计量是否具有极小极大性或可容性.

回顾基本定义.设 X ∈ X  的分布为 Pθ, θ ∈ Θ，T = T (X) 是一个统计量（估计或决策），
L(θ, a) 是一个损失函数，R(θ,T ) := EθL(θ,T (X)) 是 T  的风险.
−T  是极小极大的，如果对所有 T ′ 满足 supθR(θ,T ) ≤ supθR (θ,T ′).
∘T  是不可容的，如果存在 T ′ 满足 ∀θ,R (θ,T ′) ≤ R(θ,T ) 且 ∃θ,R (θ,T ′) < R(θ,T ).

贝叶斯风险 rw(T ) 定义为：

rw(T ) = ∫ R(ϑ,T )w(ϑ)dμ(ϑ)

如果我们说一个统计量 T  是贝叶斯估计，但未指定具体的先验分布，则表示存在某个先验使
得 T  是贝叶斯估计.如果 R(θ,T ) = R(T ) 与 θ 无关，则 T  的贝叶斯风险也与先验无关.

对于无法使用均匀分布作为先验的情况（例如 Θ 是无界的），扩展贝叶斯（extended Bayes）
的概念非常有用.

定义 11.0.1

统计量 T  被称为扩展贝叶斯估计（extended Bayes），如果存在一列先验密度 {wm}∞
m=1 （其

主导测度允许依赖于 m），满足：

rwm
(T ) − inf

T ′
rwm

(T ′) → 0, m → ∞.

11.1 极小极大性

引理 11.1.1

若统计量 T  的风险 R(θ,T ) = R(T ) 与 θ 无关，则：
(i) T  可容 ⇒ T  极小极大，
(ii) T  贝叶斯 ⇒ T  极小极大，更一般地，
(iii) T  扩展贝叶斯 ⇒ T  极小极大.

证明：

(i) 若 T  可容，则对所有 T ′，要么存在某个 θ 使得 R (θ,T ′) > R(T )，要么
∀θ,R (θ,T ′) ≥ R(T ).因此，supθR (θ,T ′) ≥ R(T ).

(ii) 贝叶斯性蕴含扩展贝叶斯性，因此由 (iii) 得证.然而，我们单独给出一个简单证明.
首先，对任意 T ′，有：

如果对某先验密度 w，T  满足 ∀T ′, rw(T ) ≤ rw (T ′)，则称 T  为贝叶斯（Bayes）估计.



rw (T ′) = ∫ R (ϑ,T ′)w(ϑ)dμ(ϑ)

由如下不等式可得：

即，贝叶斯风险总是被上确界风险所界定.假设存在统计量 T ′，使得 supθR (θ,T ′) < R(T )，
则有：

rw (T ′) ≤ sup
ϑ

R (ϑ,T ′) < R(T ) = rw(T )，

这与 T  是贝叶斯估计的假设矛盾.

(iii) 为简便起见，假设对于每个 m，存在先验 wm 对应的贝叶斯决策 Tm，满足：

rwm (Tm) = inf
T ′

rwm (T
′), m = 1, 2, …

由假设，对于任意 ϵ > 0，存在足够大的 m，使得：

R(T ) = rwm(T ) ≤ rwm (Tm) + ϵ ≤ sup
θ

R (θ,T ′) + ϵ，

由于贝叶斯风险被上确界风险界定（见 11.1），并且 ϵ 可以任意小，(iii) 得证.

例 11.1.1

二项分布的极小极大估计量

设 X ∼ Binomial(n, θ)，θ ∈ (0, 1) 的先验分布为 Beta(r, s).则对于平方损失，贝叶斯估计量
为：

T =
X + r

n + r + s
，

其风险为：

R(θ,T ) = Eθ(T − θ)2
，

计算得：

风险为常数，当且仅当 θ2 和 θ 的系数为零：

rw (T ′) ≤ ∫ sup
ϑ

R (ϑ,T ′)w(ϑ)dμ(ϑ)

= sup
ϑ

R (ϑ,T ′).

R(θ,T ) = varθ(T ) + bias2
θ(T )

=
nθ(1 − θ)

(n + r + s)2
+ [ nθ + r

n + r + s
− θ]

2

=
[(r + s)2 − n]θ2 + [n − 2r(r + s)]θ + r2

(n + r + s)2
.



(r + s)2 − n = 0, n − 2r(r + s) = 0，

解得：

r = s = √n/2.

将其代入估计量得：

T =
X + √n/2

n + √n

是极小极大的.对应的极小极大风险为：

R(T ) =
1

4(√n + 1)2
.

与无偏估计量 X/n 的上确界风险比较：

sup
θ

R (θ,X/n) = sup
θ

θ(1 − θ)
n

=
1

4n
，

可以看出当 n 较大时，这两者相差不大.

11.1.1 Pitman 估计量的极小极大性 ⋆

我们再次讨论 Pitman 估计量（参见引理 9.1.2）：

T ∗ =
∫ zp0 (X1 − z, … ,Xn − z)dz

∫ p0 (X1 − z, … ,Xn − z)dz

引理 11.1.2

对于平方损失，T ∗ 是扩展贝叶斯估计.

证明：
设 wm 是区间 [−m,m] 上均匀分布的密度：

wm = l[−m,m]/2m.

其后验密度为：

wm(ϑ ∣ x) =
p0(x − ϑ)1[−m,m](ϑ)

∫ m

−m
p0(x − ϑ)dϑ

.

贝叶斯估计量为：

Tm =
∫ m

−m
ϑp0(x − ϑ)dϑ

∫ m

−m
p0(x − ϑ)dϑ

.

我们现在计算 R (θ,Tm) = Eθ(Tm − θ)2.令：

Ta,b(x) :=
∫ b

a
zp0(x − z)dz

∫ b

a
p0(x − z)dz

.



对于所有 x，当 a → −∞ 且 b → ∞ 时，Ta,b(x) → T (x).同时易验证：

lim
a→−∞,b→∞

E0T
2
a,b(X) → E0T

2(X).

（注意：对于任何先验 w，E0T
2(X) 是贝叶斯风险 rw(T )，因为 R(θ,T ) = E0T

2(X) 与 θ 无
关.）此外，

Ta,b(X) − θ =
∫ b

a
(z − θ)p0(X − z)dz

∫ b

a
p0(x − z)dz

=
∫ b−θ

a−θ
vp0(X − θ − v)dv

∫ b−θ

a−θ
p0(X − θ − v)dv

.

由此可得：

Eθ(Ta,b(X) − θ)2 = E0T
2
a−θ,b−θ(X).

因此：

R (θ,Tm) = E0T
2
−m−θ,m−θ(X).

贝叶斯风险为：

rwm (Tm) = Eθ∼wmR (θ,Tm) =
1

2m
∫

m

−m

E0T
2
−m−ϑ,m−ϑ(X)dϑ.

因此，对于任意 0 < ϵ < 1：

由此，对于任意 0 < ϵ < 1：

lim inf
m→∞

rwm
(Tm) ≥ lim inf

m→∞
inf

a≤−mϵ,b≥mϵ
(1 − ϵ)E0T

2
a,b(X) = (1 − ϵ)E0T

2(X).

因此，rwm
(Tm) → E0T

2(X)，即 rwm
(Tm) − rwm

(T ) → 0.

推论 11.1.1

T ∗ 是极小极大的（对于平方损失）.

11.2 可容许性

在本节中，假设参数空间是一个拓扑空间的开子集，从而可以讨论 Θ 中元素的开邻域以及定
义在 Θ 上的连续函数.此外，我们仅考虑满足 R(θ,T ) < ∞ 的统计量 T .

引理 11.2.1

设统计量 T  是先验密度 w 的贝叶斯决策，则以下条件之一为真时，T  是可容许的：
(i) T  是唯一的贝叶斯决策，即若 rw(T ) = rw (T ′)，则 ∀θ,T = T ′ Pθ -几乎处处成立；
(ii) 对任意 T ′，R (θ,T ′) 关于 θ 是连续的，并且对任意开集 U ⊂ Θ，U  的先验概率
Π(U) := ∫

U
w(ϑ)dμ(ϑ) 严格为正.

rwm (Tm) ≥ inf
|ϑ|≤m(1−ϵ)

(1 − ϵ)E0T
2
−m−ϑ,m−ϑ(X)

≥ inf
a≤−mϵ,b≥mϵ

(1 − ϵ)E0T
2
a,b(X).



证明：
(i) 假设存在某个 T ′，使得 ∀θ,R (θ,T ′) ≤ R(θ,T ).则 rw (T ′) ≤ rw(T ).由于 T  是贝叶斯决策，
我们必须有

rw (T ′) = rw(T ).

因此，∀θ,T ′ 和 T  在 Pθ -几乎处处相等，从而 ∀θ,R (θ,T ′) = R(θ,T )，即 T ′ 不可能比 T  严格
更优.

(ii) 假设 T  是不可容许的，则存在某个 T ′ 使得 ∀θ,R (θ,T ′) ≤ R(θ,T ) 且对某个
θ0,R (θ0,T ′) < R (θ0,T ).因此存在 ϵ > 0 和 θ0 的开邻域 U ⊂ Θ，使得

R (ϑ,T ′) ≤ R(ϑ,T ) − ϵ, ∀ϑ ∈ U .

于是，

这与 T  是贝叶斯决策相矛盾.

引理 11.2.2

设 T  是扩展贝叶斯统计量，且对任意 T ′，R (θ,T ′) 关于 θ 是连续的.此外，假设对于任意开集
U ⊂ Θ，

rwm
(T ) − infT ′ rwm

(T ′)

Πm(U)
→ 0,

其中 Πm(U) := ∫
U
wm(ϑ)dμm(ϑ) 是先验 Πm 下 U  的概率.当 m → ∞ 时，T  是可容许的.

证明：
假设 T  是不可容许的，则存在某个 T ′ 使得 ∀θ,R (θ,T ′) ≤ R(θ,T ) 且对某个
θ0,R (θ0,T ′) < R (θ0,T )，因此存在 ϵ > 0 和 θ0 的开邻域 U ⊂ Θ，使得

R (ϑ,T ′) ≤ R(ϑ,T ) − ϵ, ∀ϑ ∈ U .

这意味着对所有 m，

rwm
(T ′) ≤ rwm

(T ) − ϵΠm(U).

假设 Tm 是先验 wm 的贝叶斯决策，则

rwm
(Tm) = inf

T ′
rwm

(T ′), ∀m.

因此，对于所有 m，

rw (T ′) = ∫
U

R (ϑ,T ′)w(ϑ)dν(ϑ) + ∫
U c

R (ϑ,T ′)w(ϑ)dν(ϑ)

≤ ∫
U

R(ϑ,T )w(ϑ)dν(ϑ) − ϵΠ(U) + ∫
U c

R(ϑ,T )w(ϑ)dν(ϑ)

= rw(T ) − ϵΠ(U) < rw(T ).



rwm
(Tm) ≤ rwm

(T ′) ≤ rwm
(T ) − ϵΠm(U),

即，

rwm
(T ) − rwm

(Tm)

Πm(U)
≥ ϵ > 0.

这与假设相矛盾.

11.2.1 正态分布均值的可容许估计

设 X ∼ N (θ, 1)，θ ∈ Θ := R，且平方风险为 R(θ,T ) := Eθ(T − θ)2.考虑以下形式的估计量：

T = aX + b, a > 0, b ∈ R.

引理
T  是可容许的，当且仅当以下任一情况成立：
(i) a < 1，
(ii) a = 1 且 b = 0.

证明

(⇐)(i)

首先，我们需要证明 T  是某个先验分布下的贝叶斯估计量.令先验分布为正态分布，即
θ ∼ N (c, τ 2)，其中 c 和 τ 2 的具体值将稍后确定.在例子 10.5.3 中，我们已经得知贝叶斯估计
量为：

TBayes = E(θ ∣ X) =
τ 2X + c

τ 2 + 1

令

τ 2

τ 2 + 1
= a,

c

τ 2 + 1
= b，

于是 T = TBayes.

接下来，我们验证引理 11.2.1 的条件 (i)，即 T  是唯一的贝叶斯估计量.根据 10.5.2 的推导，

rw (T ′) = E var(θ ∣ X) + E(T − T ′)
2
，

若 rw (T ′) = rw(T )，则

E(T − T ′)
2

= 0.

这里，期望是对 θ 积分的结果，即关于具有密度

p(x) = ∫ pϑ(x)w(ϑ)dμ(ϑ)



的测度 P .

我们可以写作 X = θ + ϵ，其中 θ ∼ N (c, τ 2)，ϵ 是独立的标准正态随机变量.由此，
X ∼ N (c, τ 2 + 1)，即 P  是 N (c, τ 2 + 1) 分布.

由于 E(T − T ′)2 = 0，可得 T = T ′ P  -几乎处处成立.因为 P  支配所有 Pθ，所以对所有 θ，
T = T ′ Pθ -几乎处处成立.因此 T  是唯一的，从而 T  是可容许的.

(⇐)(ii)

此时，T = X.我们使用引理 11.2.2.由于 R(θ,T ) = 1 对所有 θ 成立，因此对于任意先验分布，
rw(T ) = 1.

设 wm 是 N (0,m) 分布的密度.在例子 10.5.3 和证明的第一部分中，我们已经知道贝叶斯估计
量为：

Tm =
m

m + 1
X.

利用偏差-方差分解，其风险为：

R (θ,Tm) =
m2

(m + 1)2
+ ( m

m + 1
− 1)

2

θ2 =
m2

(m + 1)2
+

θ2

(m + 1)2
.

因为 Eθ2 = m，所以贝叶斯风险为：

rwm
(Tm) =

m2

(m + 1)2
+

m

(m + 1)2
=

m

m + 1
.

因此，

rwm
(T ) − rwm

(Tm) = 1 −
m

m + 1
=

1
m + 1

.

这表明 T  是扩展贝叶斯统计量.

现在，我们验证引理 11.2.2 的更强性质.对于开区间 U = (u,u + h)，其中 u 和 h > 0 固定，
有：

当 m 足够大时，

ϕ( u

√m
) ≈ ϕ(0) =

1

√2π
>

1
4
，

因此，

Πm(U) = Φ( u + h

√m
)− Φ( u

√m
)

=
1

√m
ϕ( u

√m
)h + o(1/√m).



Πm(U) ≥
1

4√m
h.

于是，

rwm
(T ) − rwm

(Tm)

Πm(U)
≤

4

h√m
.

右侧在 m → ∞ 时收敛到 0，这表明 X 是可容许的.

(⇒)

我们现在需要证明，若 (i) 或 (ii) 不成立，则 T  是不可容许的.

R(θ, aX + b) ≥ var(aX + b) > 1 = R(θ,X)，

所以 aX + b 是不可容许的.

R(θ,X + b) = 1 + b2 > 1 = R(θ,X).

11.3 指数族分布中可容许估计量 ⋆

引理 11.3.1

令 θ ∈ Θ = R，且 {Pθ : θ ∈ Θ} 为标准形式的指数族分布：

pθ(x) = exp[θT (x) − d(θ)]h(x).

在二次损失下（即损失函数 L(θ, a) := |a − g(θ)|2)），T  是 g(θ) := ḋ(θ) 的可容许估计量.

证明：
回忆以下性质：

ḋ(θ) = EθT , d̈(θ) = varθ(T ) = I(θ)

(参见第 4.8 节).令 T ′ 为一个估计量，其期望为：

EθT
′ := q(θ).

T ′ 的偏差为：

b(θ) = q(θ) − g(θ)，

1. a > 1：
此时，

2. a = 1, b ≠ 0：
此时，偏差项导致不可容许性：



即：

q(θ) = b(θ) + g(θ) = b(θ) + ḋ(θ).

这意味着：

q̇(θ) = ḃ(θ) + I(θ).

根据 Cramer-Rao 下界：

假设：

R (θ,T ′) ≤ R(θ,T ), ∀θ，

由于 R(θ,T ) = I(θ)，这意味着：

[ḃ(θ) + I(θ)]2

I(θ)
+ b2(θ) ≤ I(θ)，

或等价于：

I(θ){b2(θ) + 2ḃ(θ)} ≤ −[ḃ(θ)]2 ≤ 0.

从而得到：

b2(θ) + 2ḃ(θ) ≤ 0，

因此 b(θ) 是递减的.如果 b(θ) ≠ 0，则：

ḃ(θ)

b2(θ)
≤ −

1
2
，

从而：

d

dθ
( 1
b(θ)

)−
1
2

≥ 0，

即：

d

dθ
(

1
b(θ)

−
θ

2
) ≥ 0.

换句话说， 1
b(θ) − θ

2  是一个递增函数.

我们现在证明这将导致矛盾，从而 b(θ) = 0 对所有 θ 成立.

R (θ,T ′) = varθ (T ′) + b2(θ)

≥
[q̇(θ)]2

I(θ)
+ b2(θ) =

[ḃ(θ) + I(θ)]2

I(θ)
+ b2(θ).



反证法：
假设 b (θ0) < 0 对某些 θ0 成立，则对于所有 ϑ > θ0，因为 b(⋅) 是递减的，有：

b(ϑ) < 0.

因此：

1
b(ϑ)

≥
1

b (θ0)
+

ϑ − θ0

2
→ ∞, ϑ → ∞，

即：

b(ϑ) → 0, ϑ → ∞.

这与 b(θ) 是递减函数相矛盾.

类似地，如果 b (θ0) > 0，取 ϑ → −∞，同样可以推导出矛盾.

因此 b(θ) = 0 对所有 θ 成立，即 T ′ 是 θ 的无偏估计量.根据 Cramer-Rao 下界，可以得到：

R (θ,T ′) = varθ (T ′) ≥ R(θ,T ) = I(θ).

例子 11.3.1

正态分布中均值的样本均值是可容许的估计量
令 X ∼ N (θ, 1)，θ ∈ R.此时，X 是 θ 的可容许估计量.

例子 11.3.2

方差未知情况下正态分布的不可容许性
令 X ∼ N (0,σ2)，σ2 ∈ (0, ∞).密度为：

pθ(x) = exp[θT (x) − d(θ)]h(x)，

其中：

T (x) = −x2/2, θ = 1/σ2, d(θ) = −
log θ

2
.

我们定义 Ta = −aX 2，其中 T = T1/2.其风险为：

R (θ,Ta) = 2a2σ4 + (a −
1
2
)

2

σ4.

当 a = 1/6 时风险最小：

R (θ,T1/6) =
σ4

6
<

σ4

2
= R(θ,T ).

因此，T  是不可容许的.



11.4 高维情况下的不可容许性 ⋆

假设 Xi ∼ N (θi, 1)，i = 1, … , p，且 X1, … ,Xp 相互独立.向量 θ := (θ1, … , θp) ∈ Rp 是未知
的.对于估计量 T = (T1, … ,Tp) ∈ Rp，定义风险函数为：

R(θ,T ) :=
p

∑
i=1

Eθ(Ti − θi)
2.

注意，对于样本均值估计量 X := (X1, … ,Xp)，其风险为 R(θ,X) = p.通过类似于 p = 1 的分
析，可以证明 X 是极小极大的、扩展贝叶斯的、UMRE（统一最小风险等变估计量），且达
到了 Cramer-Rao 下界.然而，当 p > 2 时，X 是不可容许的.这一点可以通过以下引理得出：X

可以通过 Stein 估计量改进.

我们使用以下记号：∥X∥2 := ∑p
i=1 X

2
i

.

定义 11.4.1

令 p > 2 且 0 < b < 2(p − 2) 为某个常数，Stein 估计量定义为：

T ∗ := (1 −
b

∥X∥2 )X.

引理 11.4.1

Stein 估计量的风险为：

R (θ,T ∗) = p − [2b(p − 2) − b2]Eθ

1
∥X∥2

.

证明：
首先计算 Eθ(T ∗

i − θi)
2：

分析最后一项的期望（以 i = 1 为例）：

Eθ(T
∗
i − θi)

2 = Eθ[(1 −
b

∥X∥2
)Xi − θi]

2

= Eθ[(Xi − θi) −
b

∥X∥2 Xi]
2

= Eθ [(Xi − θi)
2 + b2 X 2

i

∥X∥4
− 2b

Xi (Xi − θi)

∥X∥2
]

= 1 + b2
Eθ

X 2
i

∥X∥4
− 2bEθ

Xi (Xi − θi)
∥X∥2

.



类似计算可以应用到所有 i.代入上述结果得到：

因此：

结论：
Stein 估计量使用了其他独立观测值 Xj(j ≠ i)，尽管这些观测值对 θi 独立，且它们的分布与 θi
无关.选择 b = p − 2 可以最大化对样本均值估计量 X 的改进，此时 Stein 估计量为：

T ∗ = [1 −
p − 2
∥X∥2

]X.

备注：

第十二章

线性模型

假设有 n 个独立观测值 Y1, … ,Yn.这里不假定它们具有相同的分布.令 X ∈ Rn×p 是一个给定的
矩阵，其中的元素为 {xi,j : i = 1, … ,n, j = 1, … , p}.矩阵 X 被视为（固定的）输入，向量
Y = (Y1, … ,Yn)T  被视为（随机的）输出.矩阵 X 的列称为协变量（co-variables），并且矩阵
X 被称为设计矩阵（design matrix）.我们假设 X 是非随机的，即考虑固定设计的情况.

Eθ

X1 (X1 − θ1)

∥X∥2
= ∫

x1 (x1 − θ1)

∥x∥2

p

∏
i=1

ϕ (xi − θi)dxi

= −∫ x1

∥x∥2 dϕ (x1 − θ1)
p

∏
i=2

ϕ (xi − θi)dxi

= ∫ ϕ (x1 − θ1)d( x1

∥x∥2
)

p

∏
i=2

ϕ (xi − θi)dxi

= Eθ [
1

∥X∥2 − 2
X 2

1

∥X∥4
].

Eθ(T ∗
i − θi)

2 = 1 + (b2 + 4b)Eθ

X 2
i

∥X∥4
− 2bEθ

1

∥X∥2 .

R (θ,T ∗) = p + (b2 + 4b)Eθ

∑p

i=1 X
2
i

∥X∥4
− 2bpEθ

1
∥X∥2

= p − [2b(p − 2) − b2]Eθ

1
∥X∥2

.

1. Stein 估计量本身也是不可容许的.

2. 当 ∥θ∥ → ∞ 时，R (θ,T ∗) ≈ R(θ,X).



12.1 最小二乘估计的定义

我们的目标是根据 X 对 Y  进行预测，并决定使用线性逼近的方法：寻找 Yi 关于 xi,1, … ,xi,p

的最佳线性逼近.通过残差平方和（residual sum of squares）来衡量拟合优度，这意味着我们
需要最小化：

n

∑
i=1

(Yi − a −
p

∑
j=1

xi,jbj)
2

其中 a ∈ R，b = (b1, … , bp)T ∈ Rp.

为了简化表达，我们重新命名相关量.定义对所有 i，令 xi,p+1 := 1，并定义 bp+1 := a.因此，对
于任意 i，有 a + ∑p

j=1 xi,jbj = ∑p+1
j=1 xi,jbj.换句话说，如果在矩阵 X 中添加一列全为 1 的列，

我们可以省略常数项 a.于是，将这一列全为 1 的列放在最前面，并将 p + 1 替换为 p，得到新
的设计矩阵：

X :=

此时，我们最小化：

n

∑
i=1

(Yi −
p

∑
j=1

xi,jbj)
2

其中 b = (b1, … , bp)T ∈ Rp.

令向量 v ∈ Rn 的欧几里得范数为：

∥v∥2 :=
n

∑
i=1

v2
i

写作

Y =

则

n

∑
i=1

(Yi −
p

∑
j=1

xi,jbj)
2

= ∥Y − Xb∥2
2

定义 12.1.1

若 X 的秩为 p，称

⎛⎜⎝1 x1,2 ⋯ x1,p

1 x2,2 ⋯ x2,p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 xn,2 ⋯ xn,p

⎞⎟⎠⎷⎛⎜⎝Y1

⋮
Yn

⎞⎟⎠



β̂ := arg min
b∈Rp

∥Y − Xb∥2
2

为最小二乘估计（least squares estimator）.我们称通过（线性）回归（regression）将 Y  对 X
进行拟合得到 β̂.

Y  到列空间 {Xb : b ∈ R
p} 的距离通过将 Y  投影到该空间来最小化.实际上，有：

1
2

∂
∂b

∥Y − Xb∥2
2 = −XT (Y − Xb)

由此得到 β̂ 满足所谓的正规方程（normal equations）：

XT (Y − Xβ̂) = 0

或者写为：

XTY = XTXβ̂

若 X 的秩为 p，矩阵 XTX 存在逆矩阵 (XTX)−1，因此得到：

β̂ = (XTX)
−1
XTY

Y  在 {Xb : b ∈ Rp} 上的投影为：

X(XTX)
−1
XT

投影矩阵

Y

回忆投影是形式为 PP T  的线性映射，其中 P TP = I .

我们可以写作 X(XTX)
−1
XT := PP T .

例子：p = 1 的情况

若 p = 1，则

X =

此时：



⎛⎜⎝1 x1

1 x2

⋮ ⋮
1 xn

⎞⎟⎠XTX = ( ),

(XTX)
−1

= n
n

∑
i=1

x2
i −(

n

∑
i=1

xi)
2 −1

( ).

n ∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xi ∑n

i=1 x
2
i

⎛

⎝

⎞

⎠
∑n

i=1 x
2
i

−∑n
i=1 xi

−∑n
i=1 xi n



继续推导可得估计 α̂ 和 β̂ 的具体表达式，如上所述.最后，我们可以通过模拟数据验证其性
能，例如：

Y = 0.3 + 0.6x + ϵ, ϵ ∼ N (0,
1
4
), α̂ = 0.19, β̂ = 0.740

12.2 插曲：χ2 分布

令 Z1, … ,Zp 是独立同分布的 N (0, 1) 随机变量，定义 p 维向量：

Z := .

则 Z 服从 N (0, I) 分布，其中 I 是 p × p 的单位矩阵.具有 p 自由度的 χ2 分布定义为以下随机
变量的分布：

∥Z∥2
2 :=

p

∑
j=1

Z 2
j .

记号：∥Z∥2
2 ∼ χ2

p.

对于对称正定矩阵 Σ，可以定义其平方根 Σ1/2 为一个对称正定矩阵，满足：

Σ1/2Σ1/2 = Σ.

其逆记为 Σ−1/2（是 Σ−1 的平方根）.如果 Z ∈ R
p 服从 N (0, Σ) 分布，则变换后的向量：

~
Z := Σ−1/2Z

服从 N (0, I) 分布.因此有：

ZTΣ−1Z = ~
ZT ~

Z = ∥ ~
Z∥2

2 ∼ χ2
p.

12.3 最小二乘估计的分布

定义 12.3.1

对于 f = EY，令 β∗ := (XTX)−1XTf，称 Xβ∗ 为 f 的最佳线性逼近（best linear
approximation）.

引理 12.3.1

假设 EϵϵT = σ2I，其中 ϵ := Y − f.则：

⎛⎜⎝Z1

⋮
Zp

⎞⎟⎠
1. Eβ̂ = β∗，Cov(β̂) = σ2(XTX)−1；

2. E∥X(β̂ − β∗)∥2
2 = σ2p；

3. E∥Xβ̂ − f∥2
2 = σ2p

估计误差（estimation error）

+ ∥Xβ∗ − f∥2
2

模型误差（misspecification error）

. 



证明

1. 期望和协方差
由直接计算可得：

β̂ − β∗ = (XTX)−1XT

:=A

ϵ.

因此：

E(β̂ − β∗) = AEϵ = 0,

并且 β̂ 的协方差矩阵为：



Cov(β̂) = Cov(Aϵ)

= ACov(ϵ)

=σ2I

AT

= σ2AAT = σ2(XTX)−1.



2. 估计误差
定义投影矩阵 PP T := X(XTX)−1XT，则：

∥X(β̂ − β∗)∥2
2 = ∥PP T ϵ∥2

2 :=
p

∑
j=1

V 2
j ,

其中 V := P T ϵ，并且：

EV = P TEϵ = 0,

且协方差：

Cov(V ) = P T Cov(ϵ)P = σ2I.

因此：

E

p

∑
j=1

V 2
j =

p

∑
j=1

EV 2
j = σ2p.

3. 总误差
对于任意 b，由勾股定理可得：

∥Xb − f∥2
2 = ∥X(b − β∗)∥2

2 + ∥Xβ∗ − f∥2
2,

因为 Xβ∗ − f 与 X 正交.

故：

E∥Xβ̂ − f∥2
2 = E∥X(β̂ − β∗)∥2

2 + ∥Xβ∗ − f∥2
2 = σ2p + ∥Xβ∗ − f∥2

2.



引理 12.3.2

假设 ϵ := Y − f ∼ N (0,σ2I)，则有：

证明

备注

更一般地，许多估计量近似服从正态分布（例如样本中位数），而许多检验统计量的零分布
近似为 χ2 分布（例如 χ2 拟合优度检验统计量）.这一现象的原因在于许多模型可以在某种意
义上被线性模型近似，而许多负对数似然函数类似于最小二乘损失函数（参见第 14 章）.理解
线性模型是理解更复杂模型的重要第一步.

推论 12.3.1

假设线性模型设定正确，即存在某个 β ∈ Rp 使得：

EY = Xβ

并假设 ϵ := Y − EY ∼ N (0,σ2)，其中 σ2 := σ2
0 是已知的.那么关于 H0 : β = β0 的检验为：

当

X (β̂ − β0)
2

2

σ2
0

> G−1
p (1 − α)

1. β̂ − β∗ ∼ N (0,σ2(XTX)−1)；

2. 
X(β̂−β∗)

2

2

σ2 ∼ χ2
p，其中 χ2

p 是具有 p 自由度的 χ2 分布（定义见 12.2 节）.∥ ∥1. 关于 β̂ 的分布

因为 β̂ 是多元正态分布 ϵ 的线性函数，因此最小二乘估计 β̂ 也服从多元正态分布.
2. 关于 χ2 分布
定义投影矩阵 PP T := X(XTX)−1

XT，则有：

X (β̂ − β∗)
2

2
= PP T ϵ

2

2
:=

p

∑
j=1

V 2
j

其中 V := P T ϵ 的分量是独立同分布的 N (0,σ2) 随机变量.∥ ∥ ∥ ∥模型误差 ∥Xβ∗ − f∥2
2 源于可能的线性模型设定错误，即 f 可能不是 X 的列线性组合.这通

常也被称为近似误差.

估计误差是方差项 σ2p. ∥ ∥



时拒绝 H0，其中 Gp 是具有 p 自由度的 χ2
p 分布的分布函数.

备注
当 σ2 未知时，可以使用以下估计量估计 σ2：

σ̂2 =
∥ϵ̂∥2

2

n − p
,

其中 ϵ̂ := Y − Xβ̂ 是残差向量.在前述假设下（但 σ2 可能未知），检验统计量：

∥X(β̂ − β0)∥2
2

pσ̂2

服从具有 p 和 n − p 自由度的 F  分布.

12.4 插曲：一些矩阵代数

令 z ∈ Rp 为向量，B ∈ Rq×p 为 q × p 矩阵（p ≥ q），且矩阵 B 的秩为 q.令 V ∈ Rp×p 是正定
矩阵.

引理 12.4.1

有以下等式：

max
a∈Rp:Ba=0

{2aTz − aTa} = zTz − zTBT(BBT)
−1
Bz

证明
通过引入拉格朗日乘子 λ ∈ R

p，我们有：

∂
∂a

{2aTz − aTa + 2aTBTλ} = z − a + BTλ

令

a∗ := arg max
a∈Rp;Ba=0

{2aTz − aTa},

则有：

z − a∗ + BTλ = 0,

即：

a∗ = z + BTλ.

结合约束条件 Ba∗ = 0 得到：

Bz + BBTλ = 0 ⟹ λ = −(BBT)
−1
Bz.

代入 a∗，可得：



a∗ = z − BT(BBT)
−1
Bz.

因此：

从而得到：

2aT∗ z − aT∗ a∗ = zTz − zTBT(BBT)
−1
Bz.

引理 12.4.2

有以下等式：

max
a∈Rp:Ba=0

{2aTz − aTV a} = zTV −1z − zTV −1BT(BV −1BT)
−1
BV −1z.

证明
令 b := V 1/2a，y := V −1/2z，C := BV −1/2，则：

max
a:Ba=0

{2aTz − aTV a} = max
b:Cb=0

{2bTy − bT b}.

由引理 12.4.1，可得：

推论 12.4.1

令 L(a) := 2aTz − aTV a.则 L(a) 在无约束最大值与约束最大值之间的差为：

max
a

L(a) − max
a:Ba=0

L(a) = zTV −1BT(BV −1BT)
−1
BV −1z.

12.5 检验线性假设

在本节中，我们假设模型如下：

Y = Xβ + ϵ,

其中 ϵ ∼ N (0,σ2I).

我们希望检验以下假设：

H0 : Bβ = 0,

aT∗ a∗ = (zT − zTBT(BBT)
−1
B)(z − BT(BBT)

−1
Bz)

= zTz − zTBT(BBT)
−1
Bz,

max
b:Cb=0

{2bTy − bT b}

= yTy − yTC T(CC T)
−1
Cy

= zTV −1z − zTV −1BT(BV −1BT)
−1
BV −1z.



其中 B ∈ R
q×p 是给定的 q × p 矩阵.

定义

β̂0 := arg min
b∈Rp:Bb=0

∥Y − Xb∥2
2

为在约束条件 Bb = 0 下的最小二乘估计量.

证明

由于

∥Y − Xb∥2
2 = ∥ϵ∥2

2 − 2ϵTX(b − β) + (b − β)TXTX(b − β),

在 H0 成立的情况下（令 ~b := b − β），有

β̂0 − β = arg max
~
b∈Rp:B~

b=0
{2ϵTX~

b − ~
bTXTX

~
b}.

利用推论 12.4.1 可得：

向量

Z := B(XTX)−1XT ϵ

是一个 q 维的多元正态分布，均值为 0，协方差矩阵为：

σ2 (B(XTX)−1XT)(B(XTX)−1XT)
T

= σ2B(XTX)−1BT .

因此，在 H0 成立时，

∥Y − Xβ̂0∥2
2 − ∥Y − Xβ̂∥2

2

σ2

服从 χ2
q  分布.

引理 12.5.1

在 H0 成立的条件下，

∥Y − Xβ̂0∥2
2 − ∥Y − Xβ̂∥2

2

σ2

服从 χ2
q  分布.

∥Y − Xβ̂0∥2
2 − ∥Y − Xβ̂∥2

2 = ϵTX(XTX)−1BT

:=ZT

(B(XTX)−1BT)
−1
B(XTX)−1XT ϵ

:=Z

= ZT(B(XTX)−1BT)
−1
Z.

 



第 13 章

渐近理论

在本章及之后的章节中，观测值 X1, … ,Xn 被看作是无限序列 X1, … ,Xn, … 中的前 n 个样
本，这些随机变量独立同分布，取值于 X，且分布为 P .我们称 Xi 是某随机变量 X ∈ X  的
i.i.d. 样本，其分布为 P .令 P = P × P × ⋯ 为整个序列 {Xi}∞

i=1 的分布.

参数模型为：

P := {Pθ : θ ∈ Θ}.

当 P = Pθ 时，记 P = Pθ = Pθ × Pθ × ⋯.感兴趣的参数为：

γ := g(θ) ∈ R
p,

其中 g : Θ → R
p 是给定函数.记

Γ := {g(θ) : θ ∈ Θ}

为 γ 的参数空间.

估计量

令

Tn(X1, … ,Xn)

为基于样本 X1, … ,Xn 的某估计量，其为样本的函数.简记为：

Tn := Tn(X1, … ,Xn).

假设估计量 Tn 对所有 n 都定义，即实际上考虑的是估计量序列 {Tn}∞
n=1.我们感兴趣的是参数

γ 的估计量 Tn ∈ Γ.

备注
在 i.i.d. 假设下，自然假设每个 Tn 是样本的对称函数，即：

Tn(X1, … ,Xn) = Tn(Xπ1 , … ,Xπn
),

对所有 {1, … ,n} 的排列 π 成立.在这种情况下，可以将 Tn 写成 Tn = Q(P̂n)，其中 P̂n 是经验
分布（详见 2.4.1 节）.

13.1 收敛类型



定义 13.1.1

令 {Zn}∞
n=1 和 Z 是定义在同一概率空间上的 Rp 值随机变量.当对于任意 ϵ > 0，有

lim
n→∞

P(∥Zn − Z∥ > ϵ) = 0

时，称 Zn 在概率意义下收敛到 Z.

记号：Zn → Z.

备注
切比雪夫不等式可用于证明概率收敛.其表述为，对于所有递增函数 ψ : [0, ∞) → [0, ∞)，有

P(∥Zn − Z∥ ≥ ϵ) ≤
Eψ(∥Zn − Z∥)

ψ(ϵ)

定义 13.1.2

令 {Zn}∞
n=1 和 Z 是 Rp 值随机变量.如果对任意连续且有界的函数 f，

lim
n→∞

Ef(Zn) = Ef(Z),

则称 Zn 按分布收敛到 Z.

记号：Zn Z.

备注
概率收敛蕴含分布收敛，但反之不一定成立.

例 13.1.1 中心极限定理 (CLT)

令 X1,X2, … 是独立同分布的实值随机变量，均值为 μ，方差为 σ2.令 X̄n := 1
n
∑n

i=1 Xi 为前
n 个样本的平均值.则根据中心极限定理 (CLT)，

√n(X̄n − μ) N (0,σ2),

即：

P(√n
X̄n − μ

σ
≤ z)→ Φ(z), ∀z,

其中 Φ(z) 是标准正态分布函数.

P

D
−→

D
−→



定理 13.1.1 (Cramér-Wold 装置)

设 {Zn},Z 是 Rp 值随机变量.则有：

Zn Z ⇔ aTZn aTZ ∀a ∈ R
p.

例 13.1.2 多元中心极限定理 (Multivariate CLT)

令 X1,X2, … 是随机变量 X = (X (1), … ,X (p))T  的独立同分布拷贝，X ∈ R
p.假设

EX = μ = (μ1, … ,μp)T  且协方差矩阵 Σ = Cov(X) := EXXT − μμT  存在.则对于任意 a ∈ R
p

，

E(aTX) = aTμ, var(aTX) = aTΣa

定义样本均值向量

X̄n = (X̄ (1)
n , … , X̄ (p)

n )T ,

根据一维中心极限定理，对于任意 a ∈ R
p，

√n(aT X̄n − aTμ) N (0, aTΣa).

利用 Cramér-Wold 装置，可得 p 维中心极限定理：

√n(X̄n − μ) N (0, Σ).

定理 13.1.2 (Portmanteau 定理)

设 {Zn},Z 是 Rp 值随机变量，Q 是 Z 的分布，G = Q(Z ≤ ⋅) 是其分布函数.以下陈述等价：

13.1.1 随机阶符号

令 {Zn} 是一组 Rp 值随机变量，{rn} 是严格正的随机变量.当

lim
M→∞

lim sup
n→∞

P(∥Zn∥ > M) = 0

时，记作

Zn = OP(1),

D
−→

D
−→

D
−→

D
−→

1. Zn Z，即 Ef(Zn) → Ef(Z) 对所有有界连续函数 f 成立.
D

−→

2. Ef(Zn) → Ef(Z) 对所有有界 Lipschitz 函数 f 成立.
3. Ef(Zn) → Ef(Z) 对所有 Q -几乎处处连续的有界函数 f 成立.

4. P(Zn ≤ z) → G(z) 对 G 连续点 z 成立.



即 Zn 在概率意义下有界.这也称为序列 {Zn} 的一致紧性.如果 Zn/rn = OP(1)，记作
Zn = OP(rn).

当 Zn 在概率意义下收敛到 0 时，记作

Zn = oP(1),

此外，若 Zn/rn = oP(1)，记作 Zn = oP(rn)，即 Zn 在概率意义下是 rn 的小阶.

13.1.2 收敛的一些推论

引理 13.1.1

若 Zn 按分布收敛，则 Zn = OP(1).

证明

为简化，取 p = 1（Cramér-Wold 装置）.设 Zn Z，其中 Z 的分布函数为 G.对于任意 G 的
连续点 M，

P(Zn > M) → 1 − G(M),

对于任意 G 的连续点 −M，

P(Zn ≤ −M) → G(−M).

由于 1 − G(M) 和 G(−M) 在 M → ∞ 时均收敛到 0，因此结论成立.

例 13.1.3

平均值与其期望的差在概率意义下是 1/√n 阶.
令 X1,X2, … 是随机变量 X ∈ R 的独立同分布拷贝，EX = μ 且 var(X) < ∞.则根据中心极限
定理，

X̄n − μ = OP(1/√n).

定理 13.1.3 (Slutsky 定理)

设 {Zn,An},Z 是一组 Rp 值随机变量，a ∈ R
p 是常数向量.若 Zn Z,An → a，则

AT
nZn aTZ.

证明
取一个有界 Lipschitz 函数 f，满足

|f| ≤ CB, |f(z) − f(~z)| ≤ CL∥z − ~z∥.

D
−→

D
−→

P

D
−→



则

由于函数 z ↦ f(aTz) 是有界 Lipschitz 的，其 Lipschitz 常数为 ∥a∥CL，第二项收敛到 0.对于
第一项，定义 Sn = {∥Zn∥ ≤ M, ∥An − a∥ ≤ ϵ}，则

利用 P(S c
n) 可通过适当选择 ϵ 小、M  大和 n 大而变得任意小.

13.2 一致性与渐近正态性

定义 13.2.1

若一组估计量 {Tn} 满足

Tn γ，

称其是一致估计量.

定义 13.2.2

若一组估计量 {Tn} 满足

√n(Tn − γ) N (0,Vθ)，

则称其具有渐近正态性，渐近协方差矩阵为 Vθ.

例 13.2.1 平均值的一致性与渐近正态性
设 P 为位置模型：

P = {Pμ,F0(X ≤ ⋅) := F0(⋅ − μ),μ ∈ R,F0 ∈ F0}.

参数为 θ = (μ,F0)，参数空间为 Θ = R × F0.假设对于所有 F0 ∈ F0，

∫ xdF0(x) = 0, σ2
F0

:= ∫ x2dF0(x) < ∞.

令 g(θ) = μ，Tn := 1
n
∑n

i=1 Xi = X̄n.根据大数定律，Tn 是 μ 的一致估计量；根据中心极限定
理，

√n(X̄n − μ) N (0,σ2
F0

).

13.3 渐近线性性

Ef(AT
nZn) − Ef(aTZ) ≤ Ef(AT

nZn) − Ef(aTZn)

+ Ef(aTZn) − Ef(aTZ) .∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣Ef(AT
nZn) − Ef(aTZn) ≤ CLϵM + 2CBP(S c

n).∣ ∣Pρ

−→

Dθ

−→

Dθ

−→



对于许多估计量，渐近正态性是渐近线性性的结果，即估计量可以近似为一个平均值，从而
可以应用中心极限定理.

定义 13.3.1

估计量序列 {Tn} 对 γ = g(θ) ∈ R
p 被称为渐近线性，如果存在函数 lθ : X → R

p，使得
Eθlθ(X) = 0 且

Eθlθ(X)lTθ (X) =: Vθ < ∞,

并满足

Tn − γ =
1
n

n

∑
i=1

lθ(Xi) + oPθ
(1/√n).

备注
函数 lθ 称为 Tn 的影响函数 (influence function).它近似衡量了额外观测 x 对估计量的影响.

例 13.3.1 样本均值的影响函数
若 X 的分量具有有限方差，估计量 Tn := X̄n 是均值 μ 的线性且渐近线性估计量，其影响函数
为：

lθ(x) = x − μ.

例 13.3.2 样本方差的影响函数
令 X 是实值随机变量，满足 EθX =: μ, varθ(X) =: σ2，且四阶矩 κ := Eθ(X − μ)4 存在.样本
方差为：

S 2 :=
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X̄n)
2
.

估计量 σ̂2
n 为：

σ̂2
n :=

1
n

n

∑
i=1

(Xi − X̄n)
2
.

可以验证：

S 2 − σ̂2 = OP(1/n) = oP(1/√n).

重写 σ̂2
n：

σ̂2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi − μ)2 − (X̄n − μ)
2
.

由中心极限定理，X̄n − μ = OPθ
(1/√n)，因此：



σ̂2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi − μ)2 + OPθ
(1/n).

由此可知，σ̂2
n（以及 S 2）是渐近线性的，其影响函数为：

lθ(x) = (x − μ)2 − σ2.

渐近方差为：

Vθ = Eθ((X − μ)2 − σ2)
2

= κ − σ4.

13.4 δ -技术

定理 13.4.1

令 {Tn},Z 是 Rp 上的随机变量，c ∈ R
p 是非随机向量，{rn} 是严格正的非随机数列，且

rn ↓ 0.设 h : Rp → R 在 c 可导，其导数为 ḣ(c) ∈ R
p.若

Tn − c

rn
Z，

则

h(Tn) − h(c)
rn

ḣ(c)TZ，

并且

h(Tn) − h(c) = ḣ(c)T (Tn − c) + oP(rn).

推论 13.4.1

若 Tn 是 γ = g(θ) ∈ R
p 的渐近正态估计量，其渐近协方差矩阵为 Vθ，且 h 在 γ 可导，则 h(Tn)

是 h(γ) 的渐近正态估计量，其渐近方差为：

ḣ(γ)TVθḣ(γ).

如果 Tn 是 γ 的渐近线性估计量，其影响函数为 lθ，则 h(Tn) 是 h(γ) 的渐近线性估计量，其影
响函数为：

ḣ(γ)T lθ.

例 13.4.1 指数分布参数的渐近线性估计量

令 X1, … ,Xn 是来自 Exponential(θ) 分布的样本，其中 θ > 0.

X̄n 是 EθX = 1/θ = γ 的线性估计量，其影响函数为 lθ(x) = x − 1/θ.√n(Tn − 1/θ) 的方差为
1/θ2 = γ 2.根据定理 13.4.1，1/X̄n 是 θ 的渐近线性估计量.此时，h(γ) = 1/γ，因此

D
−→

D
−→



ḣ(γ) = −1/γ 2.1/X̄n 的影响函数为：

ḣ(γ)lθ(x) = −
1
γ 2

(x − γ) = −θ2(x − 1/θ)

1/X̄n 的渐近方差为：

[ḣ(γ)]2γ 2 =
1
γ 2

= θ2

因此：

√n( 1

X̄n

− θ) N (0, θ2).

例 13.4.2 样本均值和样本方差的二维渐近线性性

回到例 13.3.2，令 X 为实值随机变量，满足 EθX = μ, varθ(X) = σ2，且 κ := Eθ(X − μ)4 存
在.定义第 r 阶矩 μr := EθX

r (r = 1, 2, 3, 4).考虑估计量：

σ̂2
n :=

1
n

n

∑
i=1

(Xi − X̄n)
2

我们有：

σ̂2
n = h(Tn)

其中 Tn = ( )，且：

Tn,1 = X̄n, Tn,2 =
1
n

n

∑
i=1

X 2
i

函数 h 定义为：

h(t) = t2 − t2
1, t = ( )

估计量 Tn 的影响函数为：

lθ(x) = ( )

根据二维中心极限定理：

√n(Tn − ( )) N (0,Vθ),

其中：

Dθ

−→

Tn,1

Tn,2

t1

t2

x − μ1

x2 − μ2

μ1

μ2

Dθ

−→



Vθ = ( )

我们有：

ḣ(( )) = ( )

因此，σ̂2
n 的影响函数为：

ḣT (( ))lθ(x) = ( )
T

( ) = (x − μ)2 − σ2

计算得：

( )
T

Vθ( ) = κ − σ4

即 δ -方法与例 13.3.2 的直接方法得到相同结果.

第 14 章

M-估计量

回忆第 2.4.3 节定义的最大似然估计量 (MLE).在本章中，我们引入一类广义的估计量，MLE 是
其中的一个特例.它们是某些经验风险函数的最小化解.

令每个 γ ∈ Γ 关联一个损失函数 ργ(X)，例如在第 10 章中构造的损失函数：假设 L(θ, a) 表示
选择动作 a 时的损失.我们固定某个决策函数 d(x)，并重写为：

L(θ, d(x)) := ργ(x)

假设损失 L 仅通过感兴趣的参数 γ = g(θ) 依赖于 θ.我们要求理论风险：

R(c) := Eθρc(X)

在 c = γ 处最小化，即：

γ = arg min
c∈Γ

Eθρc(X) = arg min
c∈Γ

R(c).

如果 c ↦ ρc(x) 对所有 x 可微，则定义：

ψc(x) := ρ̇c(x) :=
∂
∂c

ρc(x).

假设期望与求导可以交换，则有：

Ṙ(γ) = 0，

μ2 − μ2
1 μ3 − μ1μ2

μ3 − μ1μ2 μ4 − μ2
2

μ1

μ2

−2μ1

1

μ1

μ2

−2μ1

1

x − μ1

x2 − μ2

−2μ1

1
−2μ1

1



其中 Ṙ(c) = Eθψc(X).定义经验风险为：

R̂n(c) :=
1
n

n

∑
i=1

ρc(Xi), c ∈ Γ.

[3]### 定义 14.0.1 M 估计量

M 估计量 γ̂n 定义为：

γ̂n := arg min
c∈Γ

1
n

n

∑
i=1

ρc(Xi) = arg min
c∈Γ

R̂n(c).

"M 估计量"中的“M”代表最小化（Minimizer，或若考虑负号则为最大化）.

如果 ρc(x) 关于 c 对所有 x 可微，则通常可以通过设导数为零来定义 γ̂n：

˙̂
Rn(c) =

∂
∂c

1
n

n

∑
i=1

ρc(Xi) =
1
n

n

∑
i=1

ψc(Xi)

该方法称为 Z 估计量."Z"代表零（Zero）.

定义 14.0.2 Z 估计量

Z 估计量 γ̂n 定义为下列方程的解：

˙̂
Rn(γ̂n) = 0，

其中 ˙̂
Rn(c) = 1

n
∑n

i=1 ψc(Xi).
注：假设解 γ̂n ∈ Γ 存在.

例 14.0.1 最小二乘估计量

令 X ∈ R，感兴趣的参数为 EθX 的均值 μ.假设 X 具有有限方差 σ2.则：

μ = arg min
c
Eθ(X − c)2

，

因为根据偏差-方差分解公式：

Eθ(X − c)2 = σ2 + (μ − c)2.

因此此时可以令：

ρc(x) = (x − c)2.

显然：



1
n

n

∑
i=1

(Xi − c)2

在 c = X̄n := ∑n
i=1 Xi/n 处达到最小值.参见第 2.3 节.

14.1 MLE 作为 M 估计量的特例

假设 Θ ⊂ R
p 且密度 pθ = dPθ/dν 关于某 σ -有限测度 ν 存在.

定义 14.1.1 相对熵（Kullback-Leibler 信息）

定义：

K(
~
θ ∣ θ) = Eθ log(

pθ(X)
p~
θ
(X)

)，

称为 Kullback-Leibler 信息或相对熵.

注：需要注意避免分母为零的情况！例如，可以假设支持集 {x : pθ(x) > 0} 不依赖于 θ（见第
5 章 CRLB 的条件 I）.

取对所有 ~θ ∈ Θ：

ρ~
θ
(x) = − log p~

θ
(x).

于是：

R(
~
θ) = −Eθ log p~

θ
(X).

容易验证：

K(~
θ ∣ θ) = R(~

θ) − R(θ).

引理 14.1.1

函数 R(
~
θ) = −Eθ log p~

θ
(X) 在 ~θ = θ 处取最小值：

θ = arg min
~
θ

R(
~
θ).

证明：

证明 K(
~
θ ∣ θ) ≥ 0 即可.由 Jensen 不等式（对数函数是凹函数）可得：



当 ρ~
θ
(x) = − log p~

θ
(x) 时，ψ~

θ
(x) := ρ̇~

θ
(x) = −s~

θ
(x)，其中 sθ 为得分函数：

sθ = ṗθ/pθ，

参见定义 4.7.1.根据引理 4.7.1，Eθsθ(X) = 0.这表明 θ 是方程：

Ṙ(θ) = 0，

的解，其中 Ṙ(~
θ) = Eθψ~

θ
(X)，且 ψ~

θ
= −ṗ~

θ
/p~

θ
.

当 ρ~
θ
(x) = − log p~

θ
(x) 时，M 估计量就是最大似然估计量（MLE）：

θ̂ = arg min
~
θ∈Θ

1
n

n

∑
i=1

(− log p~
θ
(Xi)).

14.2 M 估计量的一致性

需要注意的是，γ 最小化了一个理论期望，而 M 估计量 γ̂n 最小化了经验平均.同样地，γ 是一
个使理论期望为零的解，而 Z 估计量 γ̂n 是使经验平均为零的解.

根据大数定律，平均值收敛到期望值.因此，M 估计量（或 Z 估计量）是有意义的.然而，一致
性和进一步的性质并不是立即显然的，因为我们实际上需要对一系列参数值 c ∈ Γ 同时实现从
平均值到期望值的收敛.这涉及到经验过程理论.

我们将借用经验过程理论中的符号.对于一个函数 f : X → R，定义：

Pθf := Eθf(X), P̂nf :=
1
n

n

∑
i=1

f(Xi).

根据大数定律，如果 Pθ|f| < ∞，则有：

(P̂n − Pθ)f → 0, Pθ −几乎处处（a.s.）.

使用上述记号，我们可以表示：

R̂n(c) = P̂nρc, R(c) = Pρc.

定理 14.2.1

如果满足如下条件：

sup
c∈Γ

R̂n(c) − R(c) → 0, Pθ − a.s.，

K(~
θ ∣ θ) = −Eθ log(

p~
θ
(X)

pθ(X)
)

≥ − log(Eθ(
p~
θ
(X)

pθ(X)
))

= − log 1 = 0.∣ ∣∣ ∣



则有：

R (γ̂n) → R(γ), Pθ − a.s..

证明：

由一致收敛性可以得到：

需要证明的是，当最小值收敛时，也意味着 arg min 的位置收敛.为此，提出以下定义：

定义
如果 R(c) 的最小化点 γ 满足如下性质，对于所有 ϵ > 0，

inf{R(c) : c ∈ Γ, ∥c − γ∥ > ϵ} > R(γ)，

则称 γ 是良分离的.

若 γ 是良分离的，且 R (γ̂n) → R(γ),Pθ -a.s.，则有 γ̂n → γ,Pθ -a.s..

引理 14.2.1

若满足以下条件：

Pθ(sup
c∈Γ

|ρc|) < ∞.

则有一致收敛性：

0 ≤ Pθ (ργ̂n − ργ)

= −(P̂n − Pθ) (ργ̂n − ργ) + P̂n (ργ̂n − ργ)

≤ −(P̂n − Pθ) (ργ̂n − ργ)

≤ (P̂n − Pθ)ργ̂n + (P̂n − Pθ)ργ

≤ sup
c∈Γ

(P̂n − Pθ)ρc + (P̂n − Pθ)ργ

≤ 2 sup
c∈Γ

(P̂n − Pθ)ρc .∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣1. Γ 是紧致的；
2. c ↦ ρc(x) 对所有 x 连续；

3. 



sup
c∈Γ

(P̂n − Pθ)ρc → 0, Pθ − a.s..

证明：

对每个 δ > 0 和 c ∈ Γ，定义：

w(⋅, δ, c) := sup
~c∈Γ:∥~c−c∥<δ

|ρ~c − ρc|.

对于所有 x，当 δ ↓ 0 时，有：

w(x, δ, c) → 0.

因此，根据支配收敛定理：

Pθw(⋅, δ, c) → 0.

于是，对所有 ϵ > 0，存在 δc，使得：

Pθw(⋅, δc, c) ≤ ϵ.

令：

Bc := {~c ∈ Γ : ∥~c − c∥ < δc}.

因为 Γ 是紧致的，{Bc : c ∈ Γ} 有有限子覆盖：

Bc1 , … ,BcN .

对 c ∈ Bcj，有：

ρc − ρcj ≤ w(⋅, δcj , cj).

因此：

例子 14.2.1 Logistic 位置家族中 MLE 的一致性

上述定理直接使用了 M 估计量的定义，而不依赖显式表达式.以下是一个无法得到显式表达式
的例子.考虑 Logistic 位置家族，其密度函数为：

pθ(x) =
ex−θ

(1 + ex−θ)2
, x ∈ R,

其中 θ ∈ Θ ⊂ R 是位置参数.定义：

∣ ∣∣ ∣sup
c∈Γ

(P̂n − Pθ)ρc ≤ max
1≤j≤N

(P̂n − Pθ)ρcj

+ max
1≤j≤N

P̂nw(⋅, δcj , cj) + max
1≤j≤N

Pθw(⋅, δcj , cj)

→ 2 max
1≤j≤N

Pθw(⋅, δcj , cj) ≤ 2ϵ, Pθ − a.s..∣ ∣ ∣ ∣



ρθ(x) := − log pθ(x) = θ − x + 2 log (1 + ex−θ).

因此，θ̂n 是最大似然估计量（MLE）.它是以下方程的解：

2
n

n

∑
i=1

eXi−θ̂n

1 + eXi−θ̂n

= 1.

对于 θ̂n，我们无法得到其显式表达式.然而，为了应用上述一致性定理，我们需要假设 Θ 是紧
致的.这一问题可以通过对 Z 估计量的以下结果加以处理来规避.

定理 14.2.2

假设 Γ ⊂ R，并且对于所有 x，ψc(x) 在 c 上连续.此外，假设：

Pθ |ψc| < ∞, ∀c；

那么，对于足够大的 n，Pθ 几乎处处存在一个解 γ̂n 使得 ˙̂
Rn(γ̂n) = 0，且该解 γ̂n 是一致的.

证明
令 0 < ϵ < δ.根据大数定律，当 n 足够大时，Pθ 几乎处处有：

˙̂
Rn(γ + ϵ) > 0, ˙̂

Rn(γ − ϵ) < 0.

由于 c ↦ ψc 的连续性，可得 ˙̂
Rn(γ̂n) = 0 对某些满足 γ̂n − γ < ϵ 的 γ̂n 成立.

14.3 M 估计量的渐近正态性

对于一个函数 f : X → Rp，定义：

Pθf := Eθf(X) ∈ R
p
；

若存在，则有：

Pθff
T = Eθf(X)f T (X) ∈ R

p×p.

向量 f(X) 的协方差矩阵为：

Σ := Pθff
T − (Pθf)(Pθf)T .

根据中心极限定理（CLT）：

1. 

2. 存在 δ > 0，使得：

Ṙ(c) > 0, γ < c < γ + δ,

Ṙ(c) < 0, γ − δ < c < γ.∣ ∣



√n(P̂n − Pθ)f N (0, Σ).

按照这种记号，如果 {Tn} 是 γ 的渐近线性估计量，则有：

Tn − γ = P̂nlθ + oPθ
(1/√n),

其中 Pθlθ = 0，且 Vθ := Pθlθl
T
θ

< ∞.

定义：

νn(c) := √n(P̂n − Pθ)ψc = √n( ˙̂
Rn(c) − Ṙ(c)), c ∈ Γ.

定理 14.3.1

令 γ̂n 为 γ 的 Z 估计量.假设 γ̂n 是 γ 的一致估计量，并且 νn 在 γ 处渐近连续.假设 M −1
θ

 存在，
且

Jθ := Pθψγψ
T
γ，

则 γ̂n 是渐近线性的，其影响函数为：

lθ = −M −1
θ

ψγ.

证明

根据定义：

˙̂
Rn (γ̂n) = 0, Ṙ(γ) = 0

因此，有：

对于第一个项，利用 νn 在 γ 处的渐近连续性：

对于第二个项，利用 Ṙ(c) = Pθψc 在 c = γ 的可微性：

于是有：

Dθ

−→

0 = ˙̂
Rn (γ̂n)

= νn (γ̂n)/√n + Ṙ (γ̂n)

= νn (γ̂n)/√n + Ṙ (γ̂n) − Ṙ(γ)
= (i) + (ii)

(i) = νn (γ̂n)/√n

= νn(γ)/√n + oPθ
(1/√n)

= ˙̂
Rn(γ) + oPθ

(1/√n)

(ii) = Ṙ (γ̂n) − Ṙ(γ)

= Mθ (γ̂n − γ) + o ( γ̂n − γ )∥ ∥



0 = ˙̂
Rn(γ) + oPθ(1/√n) + Mθ (γ̂n − γ) + o ( γ̂n − γ )

由于根据中心极限定理（CLT）， ˙̂
Rn(γ) = OPθ

(1/√n)，这表明 γ̂n − γ = OPθ
(1/√n).因

此：

0 = ˙̂
Rn(γ) + Mθ (γ̂n − γ) + oPθ(1/√n)

或者：

因此：

(γ̂n − γ) = −M −1
θ

P̂nψγ + oPθ(1/√n)

推论 14.3.1

在定理 14.3.1 的条件下，有：

√n (γ̂n − γ) N (0,Vθ)

其中：

Vθ = M −1
θ

JθM
−1
θ

定理 14.3.2

在一些更严格的条件下，可以直接证明渐近线性.假设 γ̂n 是 γ 的一致估计量.假设对于 γ 的某个
邻域 {c ∈ Γ : ∥c − γ∥ < ϵ} 内的所有 c，映射 c ↦ ψc(x) 对所有 x 可微，其导数为：

ψ̇c(x) =
∂

∂cT
ψc(x)

这是一个 p × p 的矩阵.此外，假设对于 γ 邻域内的所有 c 和 ~c 以及所有 x，在矩阵范数意义下
满足：

ψ̇c(x) − ψ̇~c(x) ≤ H(x)∥c − ~c∥

其中 H : X → R 满足：

PθH < ∞

则有：

Mθ :=
∂

∂cT
Ṙ(c)

c=γ

= Pθψ̇γ

若 M −1
θ  和 Jθ := Eθψγψ

T
γ  存在，则 γ̂n 的影响函数为：

lθ = −M −1
θ

ψγ

∥ ∥∥ ∥Mθ (γ̂n − γ) = − ˙̂
Rn(γ) + oPθ(1/√n)

= −P̂nψγ + oPθ
(1/√n)

Dθ

−→∥ ∥ ∣



证明

(14.3) 的推导

由支配收敛定理，(14.3) 成立.根据均值定理：

其中 ~γn(x) 满足 ∥~γn(x) − γ∥ ≤ ∥γ̂n − γ∥.因此：

0 = ˙̂
Rn(γ) + P̂nψ̇γ(γ̂n − γ) + P̂n(ψ̇~γn(⋅) − ψ̇γ)(γ̂n − γ)

于是有：

˙̂
Rn(γ) + P̂nψ̇γ(γ̂n − γ) ≤ (P̂nH)∥γ̂n − γ∥2 = OPθ

(1)∥γ̂n − γ∥2

其中使用了 PθH < ∞.根据大数定律，有：

P̂nψ̇γ = Pθψ̇γ + oPθ
(1) = Mθ + oPθ

(1)

因此：

˙̂
Rn(γ) + Mθ(γ̂n − γ) + oPθ

(∥γ̂n − γ∥) = OPθ
(∥γ̂n − γ∥2)

由中心极限定理（CLT）， ˙̂
Rn(γ) = OPθ

(1/√n)，这确保 ∥γ̂n − γ∥ = OPθ
(1/√n).因此：

˙̂
Rn(γ) + Mθ(γ̂n − γ) + oPθ(1/√n) = OPθ(1/n)

于是有：

Mθ(γ̂n − γ) = − ˙̂
Rn(γ) + oPθ

(1/√n)

因此：

最大似然估计的渐近正态性

在满足正则性条件下，最大似然估计（MLE）是渐近正态的，其渐近协方差矩阵是费舍尔信息
矩阵的逆.设 P = {Pθ : θ ∈ Θ}，对支配测度 ν 的密度为 pθ = dPθ/dν，Θ ⊂ R

p.假设 pθ 的支持
集不依赖于 θ，并以负对数密度为损失函数：

ρθ := − log pθ

0 = ˙̂
Rn(γ̂n)

= P̂nψγ̂n

= P̂nψγ + P̂nψ̇~γn(⋅)(γ̂n − γ)

= ˙̂
Rn(γ) + P̂nψ̇~γn(⋅)(γ̂n − γ)∥ ∥∣ ∣∣ ∣γ̂n − γ = −M −1

θ

˙̂
Rn(γ) + oPθ

(1/√n)

= −P̂nM
−1
θ

ψγ + oPθ
(1/√n)



MLE 的定义为：

θ̂n := arg max
~
θ∈Θ

P̂n log p~
θ

假设存在得分函数：

sθ =
∂
∂θ

log pθ =
ṗθ

pθ

并且得分函数的期望为零：

Pθsθ = ∫ ṗθdν = 0

费舍尔信息矩阵定义为：

I(θ) := Pθsθs
T
θ

进一步可得：

Mθ = Pθψ̇θ = −Pθṡθ

且：

Pθṡθ = −I(θ)

因此 Mθ = I(θ)，MLE 的影响函数为：

lθ = I(θ)−1sθ

MLE 的渐近协方差矩阵为：

I(θ)−1 (Pθsθs
T
θ )I(θ)−1 = I(θ)−1

最终得到：

√n(θ̂n − θ) N (0, I−1(θ))

14.5 两个 M-估计的进一步例子

在本节中，我们考察 α 分位数和 Huber 估计量的渐近性质.

例子 14.5.1 α 分位数的渐近正态性

在这个例子中，感兴趣的参数是 α 分位数.我们采用一个不满足正则性条件的损失函数，但它
仍然导出一个渐近线性（因此渐近正态）的估计量.

设 X := R，X 的分布函数记为 F .给定 0 < α < 1，定义 α 分位数为 γ = F −1(α)（假设存在）.
此外，假设 F  对勒贝格测度的密度为 f，且 f(x) > 0 在 γ 的某个邻域内成立.我们选取以下损

Dθ

−→



失函数：

ρc(x) := ρ(x − c),

其中

ρ(x) := (1 − α)|x| ⋅ 1{x < 0} + α|x| ⋅ 1{x > 0}.

验证 R(c) := Pθρc 的最小值位置为 γ：

arg min
c

R(c) = F −1(α) := γ.

由 ρ̇(x) 的定义可得：

ρ̇(x) = α ⋅ 1{x > 0} − (1 − α) ⋅ 1{x < 0}.

ρ̇(x) 在 x = 0 不连续，这是此例中的一个不规则性.对 ψc(x) 有：

ψc(x) = −α ⋅ 1{x > c} + (1 − α) ⋅ 1{x < c}.

计算 Ṙ(c)：

Ṙ(c) = Pθψc = −α + F(c).

从而 Ṙ(γ) = 0，且 γ = F −1(α).

渐近影响函数：

计算 Mθ：

Mθ =
d

dc
Ṙ(c)

c=γ

= f(γ) = f(F −1(α)).

影响函数为：

lθ(x) = −M −1
θ

ψγ(x) =
1

f(γ)
{−1{x < γ} + α}.

最终结论：

√n(F̂ −1
n (α) − F −1(α)) N (0,

α(1 − α)

f 2(F −1(α))
).

例子 14.5.2 Huber 估计量的渐近正态性

我们证明 Huber 估计量是渐近线性的，因此是渐近正态的.令 X = R，F  为 X 的分布函数.目标
参数为位置参数，Huber 损失函数为：

ρc(x) = ρ(x − c),

其中 ∣ Dθ−→



ρ(x) = { .

定义：

γ := arg min
c

Pθρc.

一阶导数 ψc(x)：

ρ̇(x) = ,

ψc(x) = .

对 Ṙ(c) 有：

计算 Mθ：

Mθ =
d

dc
Ṙ(c)

c=γ

= 2[F(k + γ) − F(−k + γ)].

渐近影响函数：

lθ(x) =
1

[F(k + γ) − F(−k + γ)]
.

当 k → 0 时，这与中位数的影响函数一致.

14.6 渐近相对效率

在本节中，假设感兴趣的参数是实值的：

γ ∈ Γ ⊂ R

定义 14.6.1

设 Tn,1 和 Tn,2 是 γ 的两个估计量，满足

√n (Tn,j − γ) N (0,Vθ,j), j = 1, 2.

则

e2:1 :=
Vθ,1

Vθ,2

称为 Tn,2 相对于 Tn,1 的渐近相对效率.

x2 |x| ≤ k

k(2|x| − k) |x| > k

⎧⎪⎨⎪⎩2x |x| ≤ k

+2k x > k

−2k x < −k

⎧⎪⎨⎪⎩−2(x − c) |x − c| ≤ k

−2k x − c > k

+2k x − c < −k

Ṙ(c) = − 2∫
k+c

−k+c

xdF(x) + 2c[F(k + c) − F(−k + c)]

− 2k[1 − F(k + c)] + 2kF(−k + c).∣ ⎧⎪⎨⎪⎩x − γ |x − γ| ≤ k

+k x − γ > k

−k x − γ < −k

Dθ

−→



例子 14.6.1 样本均值与样本中位数的渐近相对效率

设 X = R，F  是 X 的分布函数.假设 F  关于 μ 对称，即

F(⋅) = F0(⋅ − μ),

其中 F0 关于零对称.假设 F0 具有有限方差 σ2，且对勒贝格测度的密度为 f0，满足 f0(0) > 0.
取 Tn,1 := X̄n（样本均值）和 Tn,2 := F̂ −1

n (1/2)（样本中位数）.

因此，渐近相对效率为：

e2:1 = 4σ2f 2
0 (0).

效率的高低取决于 F0 的具体分布：

若 e2:1 > 1，则 Tn,2 渐近上比 Tn,1 更高效.

基于 Tn,2 的渐近 (1 − α) 置信区间比基于 Tn,1 的更窄.

Tn,1 的渐近方差为 Vθ,1 = σ2.

Tn,2 的渐近方差为 Vθ,2 = 1/(4f 2
0 (0))（见例子 14.5.1）.

1. 情况 i：若 F0 为标准正态分布，即 F0 = Φ.

样本均值 X̄n 更高效.

σ2 = 1，f0(0) = 1/√2π.
则

e2:1 =
2
π

≈ 0.64

2. 情况 ii：若 F0 为 Laplace 分布，且方差 σ2 = 1.

样本中位数 F̂ −1
n (1/2) 更高效.

密度函数为

f0(x) =
1

√2
exp[−√2|x|], x ∈ R.

则 f0(0) = 1/√2，因此

e2:1 = 2

3. 情况 iii：若 F0 是如下混合分布：

F0 = (1 − η)Φ + ηΦ(⋅/3),



α -截尾均值的渐近相对效率

对于对称分布 F，α -截尾均值与 Huber 估计量有相同的影响函数，截尾边界为
k = F −1(1 − α)：

lθ(x) =
1

F0(k) − F0(−k)
.

渐近方差：

Vθ,α =
∫ F

−1
0 (1−α)

F −1
0 (α)

x2dF0(x) + 2α(F −1
0 (1 − α))

2

(1 − 2α)2
.

从而计算 α -截尾均值相对于均值的渐近相对效率：

表：α -截尾均值相对效率

α 截尾比例 α = 0.05 0.125 0.5（中位数）

η = 0.00 0.99 0.94 0.64

η = 0.05 1.20 1.19 0.83

η = 0.25 1.40 1.66 1.33

14.7 渐近枢轴量

在本节中，假设具有足够的正则性条件，如导数的存在及积分和微分的交换.

表示 X 的分布是单位方差的正态分布 N (μ, 1) 和方差为 9 的正态分布 N (μ, 9) 的混合分
布，其中混合比例为 1 − η 和 η.

X 的方差为：

σ2 = (1 − η) ⋅ 1 + η ⋅ 9 = 1 + 8η.

f0(0) 为：

f0(0) =
1

√2π
(1 −

2η
3
).

渐近相对效率为：

e2:1 =
2
π
(1 −

2η
3
)

2

(1 + 8η).

⎧⎪⎨⎪⎩x − μ, |x − μ| ≤ k

+k, x − μ > k

−k, x − μ < −k



渐近枢轴量的定义

回忆渐近枢轴量的定义（见第 6.2 节）.它是关于数据 X1, … ,Xn 和感兴趣参数 γ = g(θ) ∈ R
p

的函数 Zn(γ) := Zn (X1, … ,Xn, γ)，满足其渐近分布不依赖于未知参数 θ，即：

Zn(γ) Z, ∀θ,

其中，Z 是分布为 Q 的随机变量，且 Q 不依赖于 θ.

渐近枢轴量可用于构造参数 γ 的近似 (1 − α) 置信区间以及近似显著性水平为 α 的假设检验
H0 : γ = γ0.

渐近正态估计量的枢轴量构造

考虑一个渐近正态估计量 Tn，其渐近无偏，且渐近协方差矩阵为 Vθ，即

√n (Tn − γ) N (0,Vθ), ∀θ,

假设这样的估计量存在.

第一类渐近枢轴量

若渐近协方差矩阵 Vθ 可逆，且仅依赖于感兴趣的参数 γ，例如 Vθ = V (γ)，则渐近枢轴量为：

Zn,1(γ) := n(Tn − γ)TV (γ)−1 (Tn − γ)

其渐近分布为自由度为 p 的 χ2 分布.

第二类渐近枢轴量

若存在一致估计量 V̂n 估计 Vθ，则渐近枢轴量为：

Zn,2(γ) := n(Tn − γ)T V̂ −1
n (Tn − γ).

其渐近分布同样为自由度为 p 的 χ2 分布.这一结果来自于 Slutsky 引理.

渐近方差的估计

Dθ

−→

Dθ

−→

1. 若 θ̂n 是 θ 的一致估计量，且 θ ↦ Vθ 连续，可令 V̂n := V
θ̂n

.



Vθ = M −1
θ JθM

−1
θ ,

其中：

Jθ = Pθψγψ
T
γ ,

Mθ = R̈(γ) = Pθψ̇γ.

对 Jθ 和 Mθ 的估计分别为：

Ĵn := P̂nψγ̂nψ
T
γ̂n

=
1
n

n

∑
i=1

ψγ̂n (Xi)ψT
γ̂n

(Xi),

M̂n := ¨̂
Rn (γ̂n) = P̂nψ̇γ̂n

=
1
n

n

∑
i=1

ψ̇γ̂n
(Xi).

在某些正则性条件下，

V̂n := M̂ −1
n ĴnM̂

−1
n

是一致估计量.

14.8 基于 MLE 的渐近枢轴量

假设 P = {Pθ : θ ∈ Θ}，其中 Θ ⊂ R
p，且 P 被某 σ -有限测度 ν 控制.令 pθ := dPθ/dν 表示密度

函数.MLE 定义为：

θ̂n := arg max
ϑ∈Θ

n

∑
i=1

log pϑ (Xi).

在正则性条件下，θ̂n 是带有损失函数 ρϑ = − log pϑ 的 M 估计量.因此，ψϑ = ρ̇ϑ 是负的得分函
数：

sϑ :=
ṗϑ

pϑ
.

MLE 的渐近协方差矩阵为 Fisher 信息矩阵的逆：

I(θ) := Pθsθs
T
θ ,

其渐近正态性为：

√n(θ̂n − θ) N (0, I−1(θ)), ∀θ.

因此，第一类渐近枢轴量为：

2. 若 Tn = γ̂n 是 γ 的 M 估计量，且 γ 是方程 Pθψγ = 0 的解，则（在正则性条件下）渐近协
方差矩阵为：

Dθ−→



Zn,1(θ) = n(θ̂n − θ)
T

I(θ)(θ̂n − θ),

若 În 是 I(θ) 的一致估计量，则第二类渐近枢轴量为：

Zn,2(θ) = n(θ̂n − θ)
T

În (θ̂n − θ).

其中 Fisher 信息的估计量为：

În := −
1
n

n

∑
i=1

ṡ
θ̂n

(Xi) = −
∂ 2

∂ϑ∂ϑT

1
n

n

∑
i=1

log pϑ (Xi)
ϑ=θ̂n

.

14.7 第三类渐近枢轴量

定义对数似然比

定义二倍对数似然比为：

2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) := 2
n

∑
i=1

[log p
θ̂n

(Xi) − log pθ(Xi)]

对数似然比实际上是一个渐近枢轴量，其实用优势在于它是自归一化的：不需要显式地估计
渐近协方差.

引理 14.8.1

在正则性条件下，2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) 是关于 θ 的渐近枢轴量，其渐近分布为自由度为 p 的 χ2

分布：

2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) χ2
p ∀θ.

证明思路

通过两项泰勒展开有：

其中第二步使用了 P̂nṡθ ≈ Pθṡθ = −I(θ).

注意，MLE θ̂n 是渐近线性的，其影响函数为 lθ = I(θ)−1sθ，即：

∣Dθ

−→

2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) = 2nP̂n [log p
θ̂n

− log pθ]

≈ 2n(θ̂n − θ)
T

P̂nsθ + n(θ̂n − θ)
T

P̂nṡθ (θ̂n − θ)

≈ 2n(θ̂n − θ)
T

P̂nsθ − n(θ̂n − θ)
T

I(θ)(θ̂n − θ),



θ̂n − θ = I(θ)−1P̂nsθ + oPθ (n−1/2).

因此有：

2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) ≈ n(P̂nsθ)
T

I(θ)−1 (P̂nsθ).

由渐近正态性：

√nP̂nsθ N (0, I(θ)),

可得结论.

14.9 多项分布的 MLE

假设 X1, … ,Xn 是 i.i.d. 样本，其中 X ∈ {1, … , k} 是一个标签，且

Pθ(X = j) := πj, j = 1, … , k,

其中概率 πj 满足 πj > 0 且 ∑k
j=1 πj = 1.定义未知参数为 θ = (π1, … ,πk−1)，即有 p := k − 1

个未知参数.

引理 14.9.1

对于每个 j = 1, … , k，πj 的 MLE 为：

π̂j =
Nj

n
,

其中 Nj := #{i : Xi = j} 表示观测值等于 j 的样本个数.

证明

对数密度函数为：

log pθ(x) =
k

∑
j=1

1{x = j} logπj,

因此对数似然函数为：

n

∑
i=1

log pθ(Xi) =
k

∑
j=1

Nj logπj.

对参数 θ = (π1, … ,πk−1) 求导（注意 πk = 1 − ∑k−1
j=1 πj），令导数为零：

Dθ

−→



Nj

π̂j

−
Nk

π̂k

= 0.

因此有：

π̂j = Nj

π̂k

Nk

, j = 1, … , k.

由于 ∑k
j=1 π̂j = 1，可得：

π̂k =
Nk

n
,

进而：

π̂j =
Nj

n
, j = 1, … , k.

Fisher 信息

定义 Fisher 信息矩阵 I(θ) 为：

I(θ) = +
1
πk

ιιT ,

其中 ι 是 (k − 1) 维向量，ι := (1, … , 1)T .

证明

根据定义，得：

sθ,j(x) =
1
πj

1{x = j} −
1
πk

1{x = k}

因此 Fisher 信息矩阵的 (j1, j2) 元素为：

于是 Fisher 信息矩阵为：

I(θ) =对角线元素为 
1
πj

,  其余元素为 
1
πk

.

⎛⎜⎝ 1
π1

… 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 1
πk−1

⎞⎟⎠(I(θ))j1,j2 = Eθ(
1
πj1

1{X = j1} −
1
πk

1{X = k})( 1
πj2

1{X = j2} −
1
πk

1{X = k})

= {
1
πk

, j1 ≠ j2,
1
πj

+ 1
πk

, j1 = j2 = j.



计算渐近枢轴量 Zn,1(θ)

由 π̂k = 1 − ∑k−1
j=1 π̂j，可以简化为：

Zn,1(θ) = n

k

∑
j=1

(π̂j − πj)
2

πj

=
k

∑
j=1

(Nj − nπj)
2

nπj

.

这即为皮尔逊卡方统计量的形式：

∑
(观察值−期望值)2

期望值

渐近枢轴量 Zn,2(θ)

若将 Fisher 信息矩阵中的 πj 替换为其估计值 π̂j，则得到渐近枢轴量：

Zn,2(θ) =
k

∑
j=1

(Nj − nπj)
2

Nj

.

这即为皮尔逊卡方统计量的另一种形式：

∑
(观察值−期望值)2

观察值

对数似然比渐近枢轴量

对数似然比渐近枢轴量为：

2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) = 2
k

∑
j=1

Nj log(
π̂j

πj

).

利用近似 log(1 + x) ≈ x − x2/2，可以得到：

Zn,1(θ) = n(θ̂n − θ)
T

I(θ)(θ̂n − θ)

= n

T

+
1
πk

×

= n

k−1

∑
j=1

(π̂j − πj)
2

πj

+ n
1
πk

(
k−1

∑
j=1

(π̂j − πj))
2

.

⎛⎜⎝ π̂1 − π1

⋮

π̂k−1 − πk−1

⎞⎟⎠ ⎡⎢⎣⎛⎜⎝ 1
π1

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 1
πk−1

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝1 ⋯ 1

⋮ ⋱ ⋮
1 ⋯ 1

⎞⎟⎠⎤⎥⎦⎛⎜⎝ π̂1 − π1

⋮

π̂k−1 − πk−1

⎞⎟⎠



2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) ≈ Zn,2(θ).

三种渐近枢轴量的分布

三种渐近枢轴量 Zn,1(θ)、Zn,2(θ) 和 2Ln (θ̂n)− 2Ln(θ) 在 H0 下均满足渐近分布为 χ2
k−1.

14.10 似然比检验

对于简单假设 H0 : θ = θ0，可以使用对数似然比统计量：

2Ln (θ̂n)− 2Ln (θ0)

作为检验统计量.拒绝 H0 的条件为：

2Ln (θ̂n)− 2Ln (θ0) > G−1
p (1 − α),

其中 Gp 是自由度为 p 的 χ2 分布的分布函数.

对于约束假设 H0 : R(θ) = 0，对数似然比为：

2Ln (θ̂n)− 2Ln (θ̂0
n),

其中 θ̂n 是无约束 MLE，θ̂0
n 是约束 MLE.

引理 14.10.1：在正则性条件下，若 H0 : R(θ) = 0 成立，则有：

2Ln (θ̂n)− 2Ln (θ̂0
n) χ2

q .

证明概要

定义随机变量：

Zn :=
1

√n

n

∑
i=1

sθ(Xi)

与引理 14.8.1 的证明类似，我们可以使用二阶泰勒展开，对任意满足 ϑn = θ + OPθ
(n−1/2) 的

序列 ϑn，有：

2
n

∑
i=1

[log pϑn
(Xi) − log pθ(Xi)]

= 2√n(ϑn − θ)TZn − n(ϑn − θ)T I(θ)(ϑn − θ) + oPθ(1)

D
−→



这里我们用到了 ∑n
i=1 ṡϑn

(Xi)/n = −I(θ) + oPθ
(1).

此外，通过一阶泰勒展开，并利用 R(θ) = 0，得：

R(ϑn) = Ṙ(θ)(ϑn − θ) + oPθ
(n−1/2)

结合引理 12.4.1 的结果，令 z := Zn, B := Ṙ(θ), V = I(θ)，得到：

其中，Yn 是 q 维向量：

Yn := Ṙ(θ)I(θ)−1Zn

W  是 (q × q) 矩阵：

W := Ṙ(θ)I(θ)−1Ṙ(θ)T

由 Zn N (0, I(θ))，可得：

Yn N (0,W)

因此，

YT
nW

−1Yn χ2
q

推论 14.10.1

由引理 14.10.1 的证明概要，可以进一步推得：

2Ln(θ̂n) − 2Ln(θ̂0
n) ≈ n(θ̂n − θ̂0

n)T I(θ)(θ̂n − θ̂0
n)

以及：

2Ln(θ̂n) − 2Ln(θ̂0
n) ≈ n(θ̂n − θ̂0

n)T I(θ̂0
n)(θ̂n − θ̂0

n)

14.11 列联表

假设 X 是一个双变量标签，取值范围为 {(j, k) : j = 1, … , r, k = 1, … , s}.例如，第一个索引
可以对应性别 (r = 2)，第二个索引可以对应眼睛颜色 (s = 3).令组合 (j, k) 的概率为：

πj,k := Pθ(X = (j, k))

设 X1, … ,Xn 为 X 的独立同分布样本，定义：

2Ln(θ̂n) − 2Ln(θ̂0
n) = ZT

nI(θ)−1Ṙ(θ)T(Ṙ(θ)I(θ)−1Ṙ(θ)T)
−1
Ṙ(θ)I(θ)−1Zn

+oPθ(1)

:= YT
nW

−1Yn + oPθ(1)

Dθ

−→

Dθ−→

Dθ−→



Nj,k := #{Xi = (j, k)}

根据 14.9 节的结果，无约束情况下 πj,k 的 MLE 为：

π̂j,k :=
Nj,k

n

我们希望检验两个标签是否独立.零假设为：

H0 : πj,k = (πj,+) × (π+,k), ∀(j, k)

其中：

πj,+ :=
s

∑
k=1

πj,k, π+,k :=
r

∑
j=1

πj,k

可以验证，受约束的 MLE 为：

π̂0
j,k = (π̂j,+) × (π̂+,k),

其中：

π̂j,+ :=
s

∑
k=1

π̂j,k, π̂+,k :=
r

∑
j=1

π̂j,k

对数似然比检验统计量

对数似然比检验统计量为：

2Ln(θ̂n) − 2Ln(θ̂0
n) = 2

r

∑
j=1

s

∑
k=1

Nj,k log(
nNj,k

Nj,+N+,k
)

其近似表达式为：

2Ln(θ̂n) − 2Ln(θ̂0
n) ≈ n

r

∑
j=1

s

∑
k=1

(Nj,k − Nj,+N+,k/n)2

Nj,+N+,k

这正是检验独立性的皮尔逊卡方检验统计量.

在该例中，自由度 q 为：

q = (rs − 1) − ((r − 1) + (s − 1)) = (r − 1)(s − 1)

因此，在 H0 下，有：

n

r

∑
j=1

s

∑
k=1

(Nj,k − Nj,+N+,k/n)2

Nj,+N+,k
χ2

(r−1)(s−1)

第十五章

Dθ

−→



抽象渐近分析 ⋆

在 2.4.1 小节中，我们讨论了所谓的替代估计量（plug-in estimators）.这一思想是将估计量 γ̂n
通常表示为经验分布 P̂n 的某个泛函 Q.当 P  为“真实”分布且 γ = Q(P) 时，研究的核心是当 P̂n

接近 P  时，γ̂n = Q(P̂n) 与 γ = Q(P) 的接近程度.本章第一部分探讨这一主题.

在 5.5 节中，我们得到了Cramér-Rao 下界.然而，一个略显令人失望的结果是，仅在指数族中
才能达到此下界（见引理 5.6.1）.我们还在 14.4 节中看到，MLE 渐近无偏并渐近达到 CRLB
（其渐近协方差矩阵为 I(θ)−1，其中 I(θ) 为估计 θ 的 Fisher 信息矩阵）.本章第二部分的主题
是证明（为简化起见，仅讨论一维情况）I(θ) 确实是渐近有效方差.

你可能会问，为什么渐近有效方差与 I(θ)−1 有关？可以这样理解：Fisher 信息通过研究映射

θ ↦ log pθ

的导数得到.然而，真正起作用的是其逆映射

P ↦ θ

或，当参数 γ = g(θ) 为研究重点时，对应的映射

P ↦ γ

回想一下函数的逆导数性质（例如 f : R → R）：其导数的逆是逆函数的导数.在我们的情境
中，映射 P ↦ γ 是相当抽象的，因此研究其导数需要引入一些新的概念，这也是本章第一部
分的研究重点.

15.1 替代估计量 ⋆

当 X  是欧几里得空间时，可以定义分布函数 F(x) := Pθ(X ≤ x) 以及经验分布函数

F̂n(x) =
1
n

# {Xi ≤ x, 1 ≤ i ≤ n}

这实际上是一个概率分布函数，其在每个观测值处分配 1/n 的概率质量.对于一般的 X，定义
经验分布 P̂n 为在每个观测值处分配质量 1/n 的分布，更正式地表示为：

P̂n :=
1
n

n

∑
i=1

δXi
,

其中 δx 为 x 处的点质量.因此，对于 X  的（可测）子集 A：

P̂n(A) =
1
n

# {Xi ∈ A, 1 ≤ i ≤ n}

对于（可测）函数 f : X → Rr（r ∈ N），我们定义：

P̂nf :=
1
n

n

∑
i=1

f(Xi) = ∫ fdP̂n



类似地，对于集合 A，有：

P̂n(A) = P̂nlA

同样，使用 Pθ 下的期望符号表示：

Pθf := Eθf(X) = ∫ fdPθ, Pθ(A) = PθlA

感兴趣的参数 γ 通常表示为：

γ = g(θ) ∈ R
p

它往往可以写为形式：

γ = Q(Pθ),

其中 Q 是模型类 P 上某个泛函.假设 Q 在经验测度 P̂n 上也有定义，那么 γ 的替代估计量为：

Tn := Q(P̂n).

反之，

定义 15.1.1 如果统计量 Tn 可以表示为 Tn = Q(P̂n)，且对所有 θ ∈ Θ 有 Q(Pθ) = g(θ)，则称其
为 γ = g(θ) 的 Fisher 一致估计量.

我们也会遇到以下修正形式：

Tn = Qn(P̂n)

且当 n 足够大时：

Qn(Pθ) ≈ Q(Pθ) = g(θ)

例子 15.1.1 均值函数的替代估计量

设定给定函数 f : X → R
r 和 h : Rr → R

p，定义 γ := h(Pθf).对应的替代估计量为：

Tn = h(P̂nf).

例子 15.1.2 M-估计和 Z-估计是替代估计量

M-估计量：

γ̂n := arg min
c∈Γ

P̂nρc

是以下形式的替代估计量：



γ = arg min
c∈Γ

Pθρc.

类似地，Z -估计量 γ̂n 为以下方程的解：

P̂nψc
c=γ̂n

= 0

是以下形式的替代估计量：

Pθψc|c=γ = 0

例子 15.1.3 α 截尾均值的替代估计量

令 X = R，α 截尾均值定义为：

Tn :=
1

n − 2[nα]

n−[nα]

∑
i=[nα]+1

X(i),

其中 X(i) 是第 i 个顺序统计量，可写为：

X(i) = F̂ −1
n (i/n),

进而写为：

Tn =
1

1 − 2αn

∫
1−αn

αn+1/n
F̂ −1
n (u)du := Qn(P̂n),

其中 αn = [nα]/n.将 F̂n 替换为 F，得：

Qn(F) ≈
1

1 − 2α
∫

1−α

α

F −1(u)du := Q(Pθ).

例子 15.1.4 直方图作为密度的替代估计量

设 X = R，假设 X 关于 Lebesgue 测度具有密度 f，且 f 为感兴趣的参数.密度 f 可写为：

f(x) = lim
h→0

F(x + h) − F(x − h)
2h

直接用 F̂n 替代 F  是不可行的.因此，这种情况下 Q(P) = f 仅对具有密度的分布 P  有定义.不
过，可以稍作调整，使用以下估计量：

f̂n(x) :=
F̂n(x + hn) − F̂n(x − hn)

2hn

:= Qn(P̂n),

其中 hn 较小，满足 hn → 0 且 n → ∞.

∣



15.2 替代估计量的一致性

我们首先给出经验分布函数一致收敛于理论分布函数的结论.

类似的一致收敛结果在更广泛的情境下成立（见 14.2 证明 M-估计量一致性）.

定理 15.2.1 （Glivenko-Cantelli 定理）
令 X = R，则有：

sup
x

|F̂n(x) − F(x)| → 0, Pθ − a.s.

证明
根据大数定律，对于所有 x，有：

|F̂n(x) − F(x)| → 0, Pθ − a.s.

因此，对于有限点集 a1, … , aN，有：

max
1≤j≤N

|F̂n(aj) − F(aj)| → 0, Pθ − a.s.

设 ϵ > 0，选取 a0 < a1 < ⋯ < aN  满足：

F(aj) − F(aj−1) ≤ ϵ, j = 1, … ,N ,

其中 F(a0) := 0 且 F(aN) := 1.当 x ∈ (aj−1, aj] 时，有：

F̂n(x) − F(x) ≤ F̂n(aj) − F(aj−1) ≤ F̂n(aj) − F(aj) + ϵ,

以及

F̂n(x) − F(x) ≥ F̂n(aj−1) − F(aj) ≥ F̂n(aj−1) − F(aj−1) − ϵ.

因此：

sup
x

|F̂n(x) − F(x)| ≤ max
1≤j≤N

|F̂n(aj) − F(aj)| + ϵ → ϵ, Pθ − a.s.

例子 15.2.1 样本中位数的一致性

设 X = R，F  为 X 的分布函数，我们考虑估计中位数 γ := F −1(1/2).假设 F  连续且严格单调
递增.样本中位数定义为：

Tn := F̂ −1
n (1/2) := {

因此，有：

X((n+1)/2) n 奇数,
[X(n/2) + X(n/2+1)]/2 n 偶数.



F̂n(Tn) =
1
2

+{

从而：

因此，F̂ −1
n (1/2) = Tn → γ = F −1(1/2),Pθ -a.s.，即样本中位数是一致估计量.

15.3 替代估计量的渐近正态性*

设 γ := Q(P) ∈ R
p 为感兴趣的参数.本节的核心是将 δ -方法推广到非参数框架中.参数 δ -方法

表明，如果 θ̂n 是参数 θ ∈ Rp 的渐近线性估计量，而 γ = g(θ) 为 θ 的某个函数，且 g 在 θ 处可
微，则 γ̂ 是 γ 的渐近线性估计量.

现在，我们将 γ = Q(P) 表示为概率测度 P  的函数（P = Pθ，因此 g(θ) = Q(Pθ)）.我们让 P
起到类似于 θ 的作用，即用概率测度本身作为 P 的参数化.这需要重新定义导数，在抽象设置
下，我们相对于 P  进行微分.

定义 15.3.1

1/(2n) n 奇数,
0 n 偶数.

|F(Tn) − F(γ)| ≤ |F̂n(Tn) − F(Tn)| + |F̂n(Tn) − F(γ)|

= |F̂n(Tn) − F(Tn)| + |F̂n(Tn) − 1/2|

≤ |F̂n(Tn) − F(Tn)| + 1/(2n) → 0, Pθ − a.s.

影响函数
在 P  处，Q 的影响函数定义为：

lP (x) := lim
ϵ↓0

Q ((1 − ϵ)P + ϵδx) − Q(P)
ϵ

, x ∈ X ,

如果该极限存在.
Gâteaux 可微性
若对所有概率测度 ~

P，有：

lim
ϵ↓0

Q((1 − ϵ)P + ϵ
~
P)− Q(P)

ϵ
= E ~

P
lP (X),

则称 Q 在 P  处是 Gâteaux 可微的.
Fréchet 可微性
设 d 是概率测度空间上的某个（伪）度量.若对任意概率测度 ~

P，满足：

Q( ~
P) − Q(P) = E ~

P
lP (X) + o(d( ~

P ,P)),

则称 Q 在度量 d 下在 P  处是 Fréchet 可微的.



注释

定理与推论

引理 15.3.1

若 Q 在 P  处是 Fréchet 可微的，影响函数为 lP，且满足

d(P̂n,P) = OP (n−1/2),

则有：

Q(P̂n)− Q(P) = P̂nlP + oP (n−1/2)

证明
由 Fréchet 可微性的定义直接得出.

推论 15.3.1

在满足引理 15.3.1 的条件下，若影响函数 lP  满足 VP := PlP l
T
P < ∞，则：

√n(Q(P̂n)− Q(P)) N (0,VP )

例子：条件 (15.1) 的成立性
设 X = R，定义度量：

d( ~
P ,P) := sup

x
| ~
F(x) − F(x)|

根据 Donsker 定理可得：

1. 按照之前引入的记号，对于函数 f : X → Rr 和概率测度 ~
P，定义如下期望：

~
Pf := E ~

P
f(X)

2. 如果 Q 在 P  处是 Fréchet 或 Gâteaux 可微的，则有：

PlP := EP lP (X) = 0

3. 如果 Q 在 P  处是 Fréchet 可微的，且满足：

d((1 − ϵ)P + ϵ
~
P ,P) = o(ϵ), ϵ ↓ 0,

则 Q 在 P  处是 Gâteaux 可微的：

Q((1 − ϵ)P + ϵ
~
P) − Q(P) = ((1 − ϵ)P + ϵ

~
P)lP + o(ϵ)

= ϵ
~
PlP + o(ϵ)

DP

−→



d(P̂n,P) = OP (n−1/2).

Donsker 定理
若分布函数 F  是连续的，则：

sup
x

√n F̂n(x) − F(x) Z,

其中随机变量 Z 的分布函数为：

G(z) = 1 − 2
∞

∑
j=1

(−1)j+1 exp [−2j2z2], z ≥ 0.

例子 15.3.1 Z-估计量的渐近线性性

设 γ 满足：

Pψγ = 0

定义：

Pϵ := (1 − ϵ)P + ϵ
~
P

设 γϵ 满足：

Pϵψγϵ = 0

假设 γϵ → γ，当 ϵ ↓ 0 时，有：

P (ψγϵ − ψγ) + ϵ( ~
P − P)ψγϵ = 0

假设 c ↦ Pψc 可微，则：

结合其他假设，可得：

(γϵ − γ)(1 + o(1)) = −ϵM −1
P

~
Pψγ + o(ϵ)

故：

γϵ − γ

ϵ
→ −M −1

P

~
Pψγ

影响函数为：

lP = −M −1
P ψγ

∣ ∣ D
−→

P (ψγϵ − ψγ) = ( ∂
∂cT

Pψc
c=γ
)(γϵ − γ) + o(|γϵ − γ|)

:= MP (γϵ − γ) + o(|γϵ − γ|)∣



例子 15.3.2 α -截尾均值的渐近线性性

α -截尾均值是以下参数的替代估计量：

γ := Q(P) =
1

1 − 2α
∫

F −1(1−α)

F −1(α)
xdF(x)

使用分部积分可得：

(1 − 2α)γ = (1 − α)F −1(1 − α) − αF −1(α) − ∫
1−α

α

vdF −1(v)

利用分位数 F −1(v) 的影响函数：

qv(x) = −
1

f (F −1(v))
(1{x ≤ F −1(v)} − v),

可推导出：

lP (x) = −
1

1 − 2α
∫

F −1(1−α)

F −1(α)
(1{x ≤ u} − F(u))du

因此，α -截尾均值在正则条件下是渐近线性的，影响函数为 lP，渐近正态，方差为 Pl2P .

15.4 渐近 Cramér Rao 下界 ⋆

设 X 的分布为 P ∈ {Pθ : θ ∈ Θ}.为简化假设，令 Θ ⊂ R，θ 为感兴趣的参数.令 Tn 为 θ 的估计
量.

本节假设一定的正则性条件（部分未具体说明）.尤其是，我们假设 P 由某个 σ -有限测度 ν 主
导，并且 Fisher 信息量

I(θ) := Eθs
2
θ(X)

对所有 θ 存在.其中，sθ 为得分函数：

sθ :=
d

dθ
log pθ =

ṗθ

pθ

其中 pθ := dPθ

dν
.

回忆，如果 Tn 是 θ 的无偏估计量，则根据 Cramér Rao 下界，1/I(θ) 是其方差的下界（见 5.5
节的正则性条件 I 和 II）.

定义 15.4.1 渐近偏差与渐近方差

如果

√n(Tn − θ) N (bθ,Vθ), ∀θ,

则称 bθ 为渐近偏差，Vθ 为渐近方差.

Dθ−→



注释

对于具有影响函数 lθ 的渐近线性估计量，其渐近方差为 Vθ = Eθl
2
θ
(X).下一引理表明，1/I(θ)

是渐近方差的下界.

引理 15.4.1 渐近方差下界

若 Tn 满足渐近线性性：

Tn − θ =
1
n

n

∑
i=1

lθ(Xi) + oPθ
(n−1/2),

且

Eθlθ(X) = 0, Eθl
2
θ(X) := Vθ < ∞,

并且

则

Vθ ≥
1

I(θ)
.

证明
由 Cauchy-Schwarz 不等式得：

若 bθ = 0, ∀θ，则称 Tn 渐近无偏.

若 Tn 渐近无偏，且 Vθ = 1/I(θ), ∀θ 且某些正则性条件成立，则称 Tn 渐近有效.

1. 避免超效率
上述定义假设条件对所有 θ 成立.对于固定的 θ0，可以轻松构造“超效率”估计量，例如
Tn = θ0.因此，需要条件在所有 θ 上或所有序列 {θn} 上成立，甚至允许 θn = θ + h/√n.具
体数学描述见 van der Vaart (1998)，略见于 Le Cam 第三引理.

2. 变动的 θn

若 θ = θn 随 n 变化，则 Xi 的分布随 n 变化.因此，可以将样本 X1, … ,Xn 视为每个 n 的
新样本 X1,1, … ,Xn,n.

3. MLE 的渐近有效性
通常，MLE θ̂n 渐近无偏，且渐近方差为 1/I(θ)，即在正则性条件下，MLE 渐近有效.

Eθlθ(X)sθ(X) = 1, (15.2)

1 = |covθ(lθ(X), sθ(X))|2

≤ varθ(lθ(X)) varθ(sθ(X)) = VθI(θ).



例子 15.4.1 Z-估计量的等式 (15.2)

对于 Z-估计量，θ 满足：

Pψθ = 0

其影响函数为：

lθ = −
ψθ

Mθ

其中

Mθ :=
d

dθ
Pψθ

在正则性条件下，

Mθ = Pψ̇θ = ∫ ψ̇θpθdν, ψ̇θ :=
d

dθ
ψθ.

通过链式法则，也可写为：

Mθ = −∫ ψθṗθdν, ṗθ :=
d

dθ
pθ.

因此，有：

Plθsθ = −M −1
θ Pψθsθ = −M −1

θ ∫ ψθṗθdν = 1,

即等式 (15.2) 成立.

例子 15.4.2 "插入"估计量的等式 (15.2)

我们现在考虑"插入"估计量 Q(P̂n).假设 Q 是 Fisher 一致的（即，对于所有 θ，Q (Pθ) = θ）.

进一步假设 Q 在所有 Pθ 处相对于度量 d 是 Fréchet 可微的，并且满足：

d (P~
θ
,Pθ) = O(|

~
θ − θ|).

根据 Fréchet 可微性的定义，

h = Q (Pθ+h) − Q (Pθ) = Pθ+hlθ + o(|h|) = (Pθ+h − Pθ)lθ + o(|h|)，

或者，当 h → 0 时，

因此，(15.2) 成立.

1 =
(Pθ+h − Pθ)lθ

h
+ o(1) =

∫ lθ (pθ+h − pθ)dν

h
+ o(1)

→ ∫ lθṗθdν = Pθ (lθsθ).



15.5 Le Cam 第三引理 ⋆

以下例子旨在说明，点态渐近性质可能导致误导，因此需要考虑依赖于样本量 n 的参数序列
θn.

例子 15.5.1 Hodges-Lehmann 的超效率例子

设 X1, … ,Xn 是 X 的独立同分布样本，其中 X = θ + ϵ，且 ϵ ∼ N (0, 1).考虑估计量：

Tn := {

则有：

√n(Tn − θ) {

因此，点态渐近分析显示 Tn 在 θ = 0 时比样本均值 X̄n 更有效.但如果考虑参数序列 θn（例如
θn = h/√n）会发生什么？

在 Pθn  下，X̄n = ϵ̄n + h/√n = OPθn
(n−1/2)，从而 Pθn(|X̄n| > n−1/4) → 0，即

Pθn(Tn = X̄n) → 0.

因此，

渐近均方误差（AMSE）定义为渐近方差加渐近偏差的平方：

AMSEθn(Tn) =
1 + h2

4
.

样本均值 X̄n 的 AMSE 是其标准化非渐近均方误差：

AMSEθn(X̄n) = MSEθn(X̄n) = 1.

因此，当 h 足够大时，Tn 的渐近均方误差比 X̄n 更大.

Le Cam 第三引理

Le Cam 的第三引理表明，对所有 θ 的渐近线性性意味着渐近正态性，也适用于参数序列
θn = θ + h/√n.对于这样的序列，渐近方差不变.此外，如果 (15.2) 对所有 θ 成立，则估计量
在 Pθn  下渐近无偏.

X̄n, 若 |X̄n| > n−1/4,
X̄n/2, 若 |X̄n| ≤ n−1/4.

Dθ

−→
N (0, 1), θ ≠ 0,
N (0, 1/4), θ = 0.

√n(Tn − θn) = √n(Tn − θn)1{Tn = X̄n}

+ √n(Tn − θn)1{Tn = X̄n/2}

N (−
h

2
,

1
4
).

Dθn−→



引理 15.5.1 Le Cam 第三引理

假设对所有 θ，有：

Tn − θ =
1
n

n

∑
i=1

lθ(Xi) + oPθ(n
−1/2),

其中 Pθlθ = 0, 且 Vθ := Pθl
2
θ

< ∞.则在正则性条件下，

√n(Tn − θn) N ({Pθ(lθsθ) − 1}h,Vθ).

我们将简要证明此引理.为此需要以下辅助引理：

引理 15.5.2 辅助引理

设 Z ∈ R2 服从 N (μ, Σ)，其中

μ = (μ1

μ2
), Σ = ( )，

且满足 μ2 = −σ2
2/2.

设 Y ∈ R
2 服从 N (μ + a, Σ)，其中

a = (
σ1,2

σ2
2

).

设 Z 的密度为 ϕZ，Y  的密度为 ϕY .则对任意 z = (z1, z2) ∈ R
2，有：

ϕZ(z)ez2 = ϕY (z).

证明

Z 的密度函数为：

ϕZ(z) =
1

2π√det(Σ)
exp [−

1
2

(z − μ)TΣ−1(z − μ)].

定义 a = ( )，计算 Σ−1a，可以得到：

Σ−1a = ( ).

从而，我们对二次型分解，得到：

1
2

(z − μ)TΣ−1(z − μ) =
1
2

(z − μ − a)TΣ−1(z − μ − a) + aTΣ−1(z − μ) −
1
2
aTΣ−1a.

Dθn−→

σ2
1 σ1,2

σ1,2 σ2
2

σ1,2

σ2
2

0
1



接着计算偏差项 aTΣ−1(z − μ)：

aTΣ−1(z − μ) −
1
2
aTΣ−1a = ( )(z − μ) −

1
2

( )a.

由于 μ2 = −σ2
2/2，因此有：

z2 − μ2 −
1
2
σ2

2 = z2.

代入密度函数中，我们发现：

ϕZ(z) exp(z2) = ϕY (z).

结论
引理证明完成，Z 的密度与 Y  的密度通过 exp(z2) 相互关联.这个结果将在后续推导 Le Cam 第
三引理时用到.

Le Cam 第三引理证明概要

设

Λn :=
n

∑
i=1

[log pθn(Xi) − log pθ(Xi)]

在 Pθ 下，通过二阶泰勒展开，有：

其中利用了

1
n

n

∑
i=1

ṡθ(Xi) ≈ Eθṡθ(X) = −I(θ)

此外，根据假设的渐近线性性，在 Pθ 下，

√n(Tn − θ) ≈
1

√n

n

∑
i=1

lθ(Xi)

因此，

(√n(Tn − θ)
Λn

) Z,

其中 Z ∈ R2 满足二元正态分布：

Z = (Z1

Z2
) ∼ N (( 0

− h2

2 I(θ)
),( ))

0 1 0 1

Λn ≈
h

√n

n

∑
i=1

sθ(Xi) +
h2

2
1
n

n

∑
i=1

ṡθ(Xi)

≈
h

√n

n

∑
i=1

sθ(Xi) −
h2

2
I(θ),

Dθ

−→

Vθ hPθ(lθsθ)

hPθ(lθsθ) h2I(θ)



由此，对于任意有界连续函数 f : R2 → R，有：

Eθf (√n(Tn − θ), Λn) → Ef(Z1,Z2)

设 f : R → R 为有界连续函数，由于

n

∏
i=1

pθn(Xi) =
n

∏
i=1

pθ(Xi)eΛn ,

可以写为：

Eθnf (√n(Tn − θ)) = Eθf (√n(Tn − θ))eΛn

应用扩展的 Portmanteau 定理，可以得到：

Eθf (√n(Tn − θ))eΛn → Ef(Z1)eZ2

结合辅助引理，其中

μ = ( 0
− h2

2 I(θ)
), Σ = ( )

我们有：

Ef(Z1)eZ2 = ∫ f(z1)ez2ϕZ(z)dz = ∫ f(z1)ϕY (z)dz = Ef(Y1),

其中

Y = (Y1

Y2
) ∼ N ((

hPθ(lθsθ)
h2

2 I(θ)
),( ))

所以，

Y1 ∼ N (hPθ(lθsθ),Vθ)

最终得到结论：

√n(Tn − θ) Y1 ∼ N (hPθ(lθsθ),Vθ)

因此，

√n(Tn − θn) = √n(Tn − θ) − h N (h{Pθ(lθsθ) − 1},Vθ)

第 16 章：复杂度正则化

在我们假设有 X1, … ,Xn 作为独立同分布样本，随机变量 X 的分布 P  被建模为
P ∈ P = {Pθ : θ ∈ Θ}.若 Θ 是有限维的，其维度 p 可以被看作参数空间 Θ 复杂度的度量.如果

Vθ hPθ(lθsθ)

hPθ(lθsθ) h2I(θ)

Vθ hPθ(lθsθ)

hPθ(lθsθ) h2I(θ)

Dθn−→

Dθn−→



p > n，则参数比观测值更多，这种情况直观上就不是统计上理想的情况.这与未知数多于方程
的系统相似，属于病态系统.

拥有过多参数的模型可能会很好地拟合数据，但预测能力却可能很差，容易出现过拟合.复杂
度正则化是应对复杂参数空间的一种方法，让数据决定哪个子模型在逼近误差和估计误差之
间提供了良好的权衡.

即使参数空间是 ∞ 维的，也不总是需要应用复杂度正则化.参数空间 Θ 的维度本身并非总是复
杂度的最佳描述.如果 Θ 是度量空间，可以应用所谓的熵来测量复杂度.由于篇幅限制，这些细
节不在讲义范围内.我们接下来以非参数回归和高维回归问题为原型例子.

16.1 非参数回归

考虑 n 个实值响应变量 Y1, … ,Yn，它们依赖于一些固定的协变量 x1, … ,xn，这些协变量对
所有 i 均在某个空间 X  内，形式为：

Yi = f(xi) + ϵi, i = 1, … ,n,

其中 ϵ1, … , ϵn 是不可观测的噪声，f 是未知函数.

假设我们尝试使用最小二乘估计量来估计 f.令 Y := (Y1, … ,Yn)T .为了方便，我们将函数
f : X → R 表示为向量：

f := (f(x1), … , f(xn))T ∈ R
n

最小二乘估计量定义为：

f̂LS := arg min
f∈Rn

∥Y − f∥2
2

显然，如果所有 xi 都不同，则 f̂LS = Y，并且存在完全拟合：

∥Y − f̂LS∥2
2 = 0

这是过拟合的典型实例.估计量 f̂LS 仅仅复现了数据，完全没有预测能力.

因此，我们需要为 f 提供一个模型，假设 f ∈ F，其中 F  是某个函数类.

16.2 光滑类

假设 X  是 R 中的某个区间，例如 X = [0, 1].根据具体情况，可以合理地假设函数 f 不会过
于“起伏”.一种数学描述方法是假设 f 可微，且其导数 f ′ 的绝对值在一定范围内.例如，可以通
过 f 的导数的 (Sobolev) 半范数来衡量其粗糙程度：

√∫
1

0
|f ′(x)|2dx

一种方法是对所有满足 ∫ 1
0 |f ′(x)|2dx ≤ M 2 的 f 进行最小二乘拟合，其中 M  是给定常数.更灵

活的方法是使用拉格朗日版本.选取一个调节参数 λ ≥ 0，定义估计量 f̂ 为



f̂ := arg min
f
{∥Y − f∥2

2 + λ2 ∫
1

0
|f ′(x)|2dx}

这种方法称为 Tikhonov 正则化的一种形式.其中，

λ2 ∫
1

0
|f ′(x)|2dx

被视为选择过于“起伏”函数的惩罚项.这一惩罚项正则化了函数，调节参数 λ 控制正则化的程
度：λ 越大，估计量越平滑.选择 λ 是一个难点.从理论上来看，有一些指导意见（例如，选择
λ2 的阶为 n1/3，以平衡逼近误差和估计误差）.也可以使用贝叶斯方法选择 λ.在实践中，可以
采用交叉验证.

目前，我们将光滑性描述为一阶导数有界.如果我们认为未知函数 f 存在更高阶导数，也可以
使用更高阶导数.设 f (m) 表示函数 f : [0, 1] → R 的 m 阶导数.那么可能的惩罚项为：

λ2 ∫
1

0
|f (m)(x)|2dx

对于较高阶的 m，可以选择较小的 λ（例如，选择 λ ∼ n−1/(2m+1)，以平衡逼近误差和估计误
差）.所得估计量称为平滑样条.

对于二次惩罚，带惩罚的最小二乘估计量 f̂ 的计算并不困难，因为它是二次函数的极小值.然
而，通常无法获得显式表达式.在下一节中，我们将提供连续版本的显式解，作为“趣味”.

16.3 显式解的连续版本 ⋆

我们研究上一节的连续版本.此问题可以显式求解.假设我们观察到一个函数 y : [0, 1] → R，并
希望通过上一节的惩罚方法对其进行平滑.令

引理 16.3.1 令 f̂ 满足 (16.1).则有：

f̂(x) =
C

λ
cosh( x

λ
)+

1
λ
∫

x

0
y(u) sinh( u − x

λ
)du

其中，

C = Y (1) −{ 1
λ
∫

1

0
Y (u) sinh( 1 − u

λ
)du}/ sinh( 1

λ
)

并且

Y (x) = ∫
x

0
y(u)du

此证明基于变分法，此处略去.

f̂ = arg min
f
{∫

1

0
|y(x) − f(x)|2dx + λ2 ∫

1

0
|f ′(x)|2dx} (16.1)



借助这一显式表达式，可以轻松实现估计过程.以下是一个例子：

数值例子

去噪后，λ = 0.1，误差 = 2.8119 × 10−4

黑色曲线为未知函数 f（由于这是模拟，我们知道 f）.红色波动曲线为观察到的函数 y，绿色
曲线为估计量 f̂.从第二张图可以看出，通过减小调节参数 λ，估计量 f̂ 更接近于未知的真实函
数 f.

去噪后，λ = 0.05，误差 = 7.8683 × 10−5



16.4 有界变差函数的估计

假设仍然有 X = [0, 1].除了采用惩罚项

λ2 ∫
1

0
|f ′(x)|2dx

外，还可以选择

λ2 ∫
1

0
|f ′(x)|dx

即不加平方.这看似是一个微小的修改，但实际上差异非常大.进一步放宽可微性假设，定义函
数 f 的总变差为：

TV(f) :=
n

∑
i=2

|f(xi) − f(xi−1)|

其中假设 x1 < x2 < … < xn.这引出了估计量：

f̂ := arg min
f

{∥Y − f∥2
2 + λ2TV(f)}

类比而言，如果 Y  表示某些地段的山高，而我们需要修一条路，则通过总变差惩罚可以平整
山丘和山谷（使道路不会有陡坡），同时尽量减少挖土量（以最小二乘损失衡量）.这一过程
可以通过迭代实现，例如在坡度最大的地方填补山谷或削平山峰.

这一估计量具有局部适应性：通过增大 λ，仅进行局部的改动.与第 16.2 节的估计量或第 16.3
节的连续版本不同，改变 λ 会对全局产生影响.

此外，可以将该估计量表述为具有 ℓ1 惩罚的线性最小二乘问题的解.这一联系将有助于理解为
什么去掉惩罚项中的平方会显著改变估计量的性质.

16.5 平滑与 Lasso 惩罚

定义 f  的形式化表达

定义 f(x0) := 0.对于 i = 1, … ,n，有：

将系数 bj(j = 1, … ,n) 置于向量 b = (b1, … , bn)T  中，并将 ξi,j 放入矩阵

f(xi) =
i

∑
j=1

(f(xj) − f(xj−1))

=
n

∑
j=1

(f(xj) − f(xj−1))

:=bj

1{j ≤ i}

:=ξi,j

=
n

∑
j=1

bjξi,j.





X := ,

此时，带总变差惩罚的估计量可以写作：

f̂ = arg min
f=Xb

{∥Y − f∥2
2 + λ2∥b∥1},

其中 ∥b∥1 = ∑n
j=1 |bj| 表示向量 b ∈ R

n 的 ℓ1 范数.上述公式表明参数的数量等于观测数量，即
n.惩罚项保证即使在这种情况下，也不会过拟合数据（当 λ 不过小时）.

二维情况

接下来考虑 X  是二维情况，例如 X = [0, 1]2.此时，未知函数 f 可以看作一幅图像，观测值为

Yi1,i2 = f(xi1,i2) + ϵi1,i2 ,

假设有 n = m2 个观测点，它们分布在规则网格上：

xi1,i2 = ( i1

m
,
i2

m
), i1 = 1, … ,m, i2 = 1, … ,m.

如何在图像上建模“平滑性”？可以采用类似于一维情况下的导数平方和惩罚 ∫ |f ′(x)|2dx 的形
式.然而，与一维情况一样，平方项的惩罚具有非局部影响.基于导数平方和惩罚的图像重建可
能会模糊图像.例如，对于包含湖泊和河流的景观图像，基于导数平方和的惩罚会使原本清晰
的边界变得模糊.另一种替代方法是再次使用总变差惩罚.

在维度大于 1 的情况下，总变差有多种定义.对于二维情形，可定义为：

TV(f) :=
m

∑
i1=2

m

∑
i2=2

Δf(xi1,i2) ,

其中

Δf(xi1,i2) := f ( i1

m
,
i2

m
)− f ( i1 − 1

m
,
i2

m
)− f ( i1

m
,
i2 − 1
m

)+ f ( i1 − 1
m

,
i2 − 1
m

).

图像重建算法为：

f̂ := arg min
f
{

m

∑
i1=1

m

∑
i2=1

(Yi1,i2 − f(xi1,i2))
2

+ λ2TV(f)}.

该估计量同样可以写作带有 ℓ1 惩罚项的线性函数最小二乘估计量.

线性模型中的 Ridge 和 Lasso 惩罚

⎛⎜⎝ξ1,1 ⋯ ξ1,n

⋮ ⋱ ⋮
ξn,1 ⋯ ξn,n

⎞⎟⎠∣ ∣



对于线性模型，观测数据为 (x1,Y1), … , (xn,Yn)，其中 xi ∈ R
p 是 p 维行向量，

Yi ∈ R (i = 1, … ,n).目标是用最小二乘损失函数找到一个好的线性逼近：

b ↦
n

∑
i=1

(Yi −
p

∑
j=1

xi,jbj)
2
.

定义设计矩阵为：

X := = ,

响应向量为：

Y := .

设系数向量为 b := ( )T，则损失函数为：

n

∑
i=1

(Yi −
p

∑
j=1

xi,jbj)
2

= ∥Y − Xb∥2
2.

如果 p ≥ n 且 X 的秩为 n，则对所有 b ∈ R
p 最小化上述函数，会得到一个“完美”解 β̂LS，使得

Xβ̂LS = Y .但这种解仅仅复现了数据，因而毫无用处，称为“过拟合”.

定义 16.5.1 Ridge 回归估计量为：

β̂ridge := arg min
b∈R

{∥Y − Xb∥2
2 + λ2∥b∥2

2},

其中 λ > 0 是正则化参数.

定义 16.5.2 Lasso 估计量为：

β̂Lasso := arg min
b∈R

{∥Y − Xb∥2
2 + 2λ∥b∥1},

其中 λ > 0 是正则化参数，∥b∥1 := ∑p
j=1 |bj| 是 b 的 ℓ1 范数.

贝叶斯 MAP 估计的联系

回顾 10.5.3 节中的贝叶斯最大后验 (MAP) 估计定义.考虑模型 Y = Xβ + ϵ，其中
ϵ ∼ N (0,σ2I).Ridge 回归估计量是先验分布为 βj ∼ N (0, τ 2) 的 MAP 估计，其中 τ = σ/λ

.Lasso 估计量是先验分布为 βj ∼ Laplace(0, τ 2) 的 MAP 估计，其中标准差 τ = √2σ2/λ.详见
10.6 节.

备注

⎛⎜⎝x1

⋮
xn

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝x1,1 ⋯ x1,p

⋮ ⋱ ⋮
xn,1 ⋯ xn,p

⎞⎟⎠⎛⎜⎝Y1

⋮
Yn

⎞⎟⎠b1 … bp



定理与推导

Ridge 回归估计量的推导

引理 16.5.1

Ridge 回归估计量为：

β̂ridge = (XTX + λ2I)
−1
XTY .

证明
目标函数为：

∥Y − Xb∥2
2 + λ2∥b∥2

2.

对 b 求导：

1
2

∂
∂b
{∥Y − Xb∥2

2 + λ2∥b∥2
2} = −XT (Y − Xb) + λ2b = −XTY + (XTX + λ2I)b.

令导数为 0，得：

β̂ridge = (XTX + λ2I)
−1
XTY .

正交设计下的特殊情况

推论 16.5.1

若 XTX = nI（意味着 p ≤ n），则：

β̂ridge =
XTY

n + λ2
.

进一步分析，当 ϵ1, … , ϵn 独立同分布，均值为 0，方差为 σ2 时：

E∥Xβ̂ridge − f∥2
2 = [

λ2/n

1 + λ2/n
]

2

∥Xβ∗∥2
2

偏差

+ [ 1
1 + λ2/n

]
2

pσ2

方差

+ ∥Xβ∗ − f∥2
2

模型误差

,

1. 关于收缩性：随着正则化参数 λ 的增大，Ridge 回归会收缩回归系数，但这些系数不会精
确地收缩到 0.而 Lasso 不仅会收缩系数，还会将部分（甚至多数）系数直接设为 0.当变量
数目 p 较大时，通常优先使用 Lasso，因为信号低于噪声水平的变量更应被直接归零.

2. 偏差与方差：Ridge 和 Lasso 的估计量都是有偏的.随着 λ 增大，偏差也会随之增大，但估
计的方差会减小.

3. 正则化参数 λ 的选择：通常可以通过交叉验证、信息论准则或贝叶斯方法选择 λ.理论上，
对于 Lasso，一个合理的选择是 λ ∼ √n log p.

 




其中，Xβ∗ 是 f 在 X 列向量张成空间上的投影.要平衡偏差和方差，需要已知噪声方差 σ2 和
∥Xβ∗∥2

2.然而，后者未知，因为 f 是未知的，这类似于 5.2.1 节中遇到的问题.

Lasso 估计量的推导

一般情况下，Lasso 估计量没有简单的解析表达式.以下为正交设计下的结果.

引理 16.5.2

若 XTX = nI，令 Z := XTY，则对 j = 1, … , p：

β̂Lasso,j =

证明
简记 β̂Lasso =: β̂，目标函数可写为：

∥Y − Xb∥2
2 = ∥Y ∥2

2 − 2bTXTY + nbT b = −2bTZ + nbT b.

因此，对于每个 j，需最小化：

−2bjZj + nb2
j + 2λ|bj|.

若 β̂j > 0，则目标函数对 bj 的导数为 0，即：

−Zj + nβ̂j + λ = 0,

解得：

β̂j = Zj/n − λ/n.

类似地，若 β̂j < 0，有：

−Zj + nβ̂j − λ = 0,

解得：

β̂j = Zj/n + λ/n.

若 β̂j = 0，需满足 |Zj| ≤ λ.

一些符号说明

∥z∥∞ := max
1≤j≤p

|zj|.

⎧⎪⎨⎪⎩Zj/n − λ/n, Zj ≥ λ,
0, |Zj| ≤ λ,
Zj/n + λ/n, Zj ≤ −λ.

1. 对于向量 z ∈ R
p，其 ℓ∞ 范数为：



定理 16.5.1

假设 XTX = nI .设 f = E[Y ]，ϵ = Y − f，取某置信水平 α ∈ (0, 1).若存在 λα，使得：

P (∥XT ϵ∥∞ > λα) ≤ α,

则对于 λ > λα，以至少 1 − α 的概率，有：

∥Xβ̂Lasso − f∥2
2 ≤ min

S
{

(λ + λα)2

n
|S|

估计误差

+ ∥Xβ∗
S − f∥2

2

近似误差

}.

证明
设 β̂ := β̂Lasso，且 f = Xβ.在集合 ∥XT ϵ∥∞ ≤ λα 上，有：

因此，至少以概率 1 − α，满足：

对比定理 16.5.1 和普通最小二乘回归

通过与引理 12.3.1 的结果 (iii) 比较，可以看到 Lasso 展示了自动平衡“逼近误差”和“估计误
差”的能力，这种特性称为自适应（adaptation）.
此外，正则化参数 λ 的选择通常是 √n log p 量级.因此，为了避免事先知道哪个系数子集是相
关的所付出的代价约为 log p，这一代价被认为是较小的.

备注
逼近误差 ∥Xβ∗

S − f∥2
2 实际上包含两部分：

2. 用 X1, … ,Xp 表示 X 的列向量.

3. 对于子集 S ⊂ {1, … , p}，Xβ∗
S  表示 f = E[Y ] 使用 S 中变量的最佳线性近似，即 Xβ∗

S  是 f
在空间 {∑j∈S XjbS,j : bS ∈ R|S|} 上的投影.

 

1. 当 n|βj| > λ + λα 时：

n|β̂j − βj| ≤ λ + λα.

2. 当 n|βj| ≤ λ + λα 时：

|β̂j − βj| ≤ |βj|.

∥Xβ̂Lasso − f∥2
2 ≤

(λ + λα)2

n
(#{j : n|βj| > λ + λα})+ ∑

n|βj|≤λ+λα

nβ2
j

= min
S
{

(λ + λα)2

n
|S| + ∥Xβ∗

S − f∥2
2}.



∥Xβ∗
S − f∥2

2 = ∥Xβ∗
S − Xβ∗∥2

2 + ∥Xβ∗ − f∥2
2,

其中 Xβ∗ 是 f 在 X 列空间上的投影.第二项 ∥Xβ∗ − f∥2
2 是模型误差，当线性模型完全正确时

该误差消失.

推论 16.5.2

假设 f = Xβ，且 β 中有 s := #{j : βj ≠ 0} 个非零分量.那么，在上述定理条件下，以概率至
少 1 − α，满足：

∥X(β̂Lasso − β)∥2
2 ≤

(λ + λα)2

n
s.

结论解读
上述推论表明，Lasso 估计量对有利情形具有自适应性，例如 β 是稀疏的（即 β 中多数分量为
零）.

参数 λα 的界定

为了完整分析，需要给出 λα 的界限.对于许多误差分布类型，可以取 λα 为 √n log p 的量级.以
下以独立同分布的 N (0,σ2) 噪声为例进行说明.

引理 16.5.3

假设 Z ∼ N (0, 1)，则对任意 t > 0，

P(Z ≥ √2t) ≤ exp[−t].

证明
对于任意 u > 0，有：

E exp[uZ] = exp [ u
2

2
].

由切比雪夫不等式得：

P(Z > √2t) ≤ exp [ u
2

2
− u√2t].

取 u = √2t，可得所需结果.

推论 16.5.3

设 Z1, … ,Zp 为 p 个标准正态随机变量（可能相关）.则对于任意 t，满足：



P(max
1≤j≤p

|Zj| ≥ √2(log(2p) + t)) ≤ exp[−t].

证明
由联合概率的上界：

P(
p

⋃
j=1

{|Zj| ≥ √2(log(2p) + t)}) ≤
p

∑
j=1

P(|Zj| ≥ √2(log(2p) + t)).

结合引理 16.5.3 的结果，即得所需结论.

推论 16.5.4

设 ϵ1, … , ϵn 独立同分布 N (0,σ2)，且 X = (X1, … ,Xp)，其中 X1, … ,Xp 为 Rn 的固定向
量，满足 ∥Xj∥2 = n 对所有 j.则对于 0 < α < 1，有：

P(∥XT ϵ∥∞ ≥ σ√2n(log(2p/α))) ≤ α.

备注
当 α = 1

2  时，以上界给出了 ∥Xβ̂Lasso − f∥2
2 中值的界限.在高斯误差情形下，可通过“测度集

中”理论推导出 ∥Xβ̂Lasso − f∥2
2 会集中在其中值附近.

第16.6节结论

本章中，我们看到经典统计学的一些概念在现代统计学中依然扮演重要角色，即使参数可能
是高维的.经典的最小二乘法依旧占据核心地位，但现在它结合了正则化惩罚项.更广泛地，M
估计（例如最大似然估计）也可以在高维环境中应用，同时引入某种正则化技术.偏差-方差分
解依然起着重要作用，例如指导正则化参数的选择.

收缩估计量在高维统计中起着重要作用.这也与第11.4节的结果有关，我们看到在维数大于2的
情况下，样本均值是不可改进的，可以通过收缩估计量改进.

复杂性正则化通常可以被视为一种贝叶斯最大后验（MAP）方法.此外，也可以使用后验均值
作为估计量等.如今，贝叶斯方法在高维和非参数问题中非常重要且成功.

复杂性正则化通常用于构造自适应估计量.自适应估计量模仿了事先知道目标复杂度的情景.为
了评估自适应估计量的性能，通常以目标复杂度已知的情况作为基准.这个基准通常来源于经
典统计理论.
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备注

1. 在涉及统计模型时，为了区分真参数 θ 和索引参数 ϑ，应该更严格地写作
Pθ ∈ {Pϑ : ϑ ∈ Θ}.这种符号区分在理论发展中是必要的.

2. “合理性”的定义需要谨慎.例如，在某些模型验证中，将样本分为训练集和测试集会对样本
有不同对待方式.

3. 当 X 为二维时，总变差正则化的定义和应用可能更加复杂，需要结合图像处理等具体应
用场景加以研究.

1. 1 Here is an example, with N = 3 :

↩︎

(z1, z2, z3) = (5, 6, 4)
(r1, r2, r3) = (2, 3, 1)
(q1, q2, q3) = (3, 1, 2)

2. 1 Note that the quantity L(θ,T (X)) is random. Note also that in the notation of risk R(θ,T ), the symbol
T  stands for the map T . ↩︎

3. 1 If |∂ρc/∂c| ≤ H(⋅) where EθH(X) < ∞, then it follows from the dominated convergence theorem that
∂ [Eθρc(X)]/∂c = Eθ [∂ρc(X)/∂c] or otherwise put, Ṙ(c) = Eθψ(X). ↩︎


